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量子 力学 (quantum mechanics) 是 研究 微观 物质 世界 运动 规律 的 理 
论 , 是 现代 物理 学 的 理论 基础 和 支柱 . 自从 1900 年 普 朗 克 (Planck) 提 
出 能 量子 假说 ， 开 创 了 量子 论 的 新 纪元 以 后 ，1925 年 海 森 保 
《Heisenberg) 创立 了 和 矩阵 力学 ，1926 年 酬 定语 《Schrodinger) 创立 了 波 
动力 学 ， 从 而 宣告 了 量子 力学 的 诞生 ， 此 后 ， 人 们 开始 冲破 经 典 物理 
学 的 框框 ， 对 微观 世界 奥秘 的 探索 向 前 跨 进 了 一 大 步 ， 半 个 多 世纪 以 
来 ， 量子 力学 理论 已 深入 到 物理 学 各 个 领域 和 化 学 、 生 物 学 的 某 些 领 
域 , 得 到 极其 广泛 的 应 用 ， 经 历 了 无 数 实践 的 考验 . 

随 着 量子 力学 应 用 范围 的 扩大 和 认识 的 深化 ， 量 子 力学 的 基本 概 
念 和 基本 理论 也 得 到 相应 的 发 展 , 出 现 了 不 少 新 的 理论 和 方法 . 例如 ， 
重子 力学 的 普遍 表述 一 一 狄 喇 克 (Dirac) 的 态 矢 量 空间 理论 体系 ， 对 
称 性 理论 ， 形 式 散 射 理论 ， 二 次 量子 化 理论 ， 相 对 论 量 子 力学 以 及 路 
径 积分 量子 化 方法 等 ， 以 上 几 个 方面 大 致 上 构成 高 等 量子 力学 
(advanced quantum machanics) 的 内 容 . 本 书 第 二 篇 基本 上 阐述 这 些 内 
容 . 

量子 力学 理论 应 用 于 原子 、 分 子 、 原 子 核 和 “基本 ”粒子 ， 以 及 
电磁 场 与 物质 的 相互 作用 等 方面 ， 形 成 了 量子 力学 理论 发 展 的 另 一 个 
重要 方向 , 并 创立 了 量子 电动 力学 (QED) 和 量子 场 论 (quantum field 
theory)， 最 先 将 电磁 场 量子 化 并 提出 电磁 场 能 量 的 不 连续 性 理论 的 是 
狄 喇 克 〈1927 年 ) 接着 ， 人们 将 非 相对 论 薛 定 谓 方程 进行 量子 化 , 即 
所 谓 二 次 量子 化 ， 并 将 二 次 量子 化 描述 方法 推广 到 相对 论 领 域 ， 将 玻 
色 子 场 和 费 米 子 场 进行 量子 化 ， 从 而 构成 了 量子 场 论 . 

由 于 量子 力学 理论 进一步 应 用 于 凝聚 态 和 光 的 受 激发 射 等 物理 现 


象 ， 以 及 化 学 、 生 物 学 等 方面 ， 极 大 地 推动 了 这 些 学 科 的 发 展 ， 形 成 
了 量子 统计 和 凝聚 态 理论 ， 激 光 物 理学 ， 以 及 量子 化 学 和 量子 生物 学 
等 新 兴学 科 . 

总 之 ， 越 来 越 多 的 实践 证 明 ， 量 子 力学 理论 是 人 们 认识 和 改造 微 
观 物质 世界 的 不 可 缺少 的 工具 ， 随 着 它 在 各 个 领域 的 应 用 范围 的 扩大 
和 深化 ， 量 子 力 学 理论 本 身 也 得 到 了 进一步 的 发 展 

高 等 量子 力学 不 仅 在 量子 力学 的 基本 概念 和 基本 理论 上 有 所 深 
化 ， 同 时 也 进一步 发 展 了 数学 方法 ， 其 中 最 重要 的 是 希 尔 伯 特 空间 理 
论 和 群 论 ， 因 此 ， 本 书 第 一 篇 将 简要 地 介绍 这 些 数学 方法 ， 作 为 学 习 
高 等 量子 力学 的 基础 ， 这 样 ， 可 以 尽量 地 使 数学 方法 与 理论 体系 组 成 
一 体 ， 前 后 连贯 ， 便 于 学 习 和 查阅 . 

本 书 是 在 近年 来 为 研究 生 开 设 的 高 等 量子 力学 课程 编写 的 《高 等 
量子 力学 》 和 《矢量 空间 与 群 论 基 础 》 两 本 讲义 的 基础 上 修改 而 成 的 ， 
这 两 本 讲义 的 初稿 完成 于 1983 年 夏 ， 经 1984 年 春 和 1986 年 秋 两 次 
修订 ,试用 多 年 ， 颇 有 称誉 现 将 两 讲义 合并 , 全面 修 订 后 交付 出 版 ， 
敬 希 同仁 、 读 者 批评 指正 . 
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者 经 常 拜 读 和 参考 的 读物 . 这些， 都 给 我 们 的 编写 工作 以 很 多 启发 和 
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第 一 篇 ” 希 尔 伯 特 空间 与 群 论 基 础 


希 尔 伯 特 空间 (Hilbert space) 是 建立 量子 力学 的 数学 框架 , 物 
理 可 观察 量 用 希 尔 伯 特 空间 中 的 算 符 表示 ,而 物理 态 用 此 空间 中 
的 矢量 表示 . 群 论 则 是 处 理 对 称 性 物理 体系 的 一 种 有 力 的 数学 工 
具 . 群 论 与 希 尔 伯 特 空间 又 密切 相关 , 群 表示 就 是 群 元 素 在 希 尔 伯 
特 空间 中 对 应 算 符 的 映 象 ,它们 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 . 

本 篇 内 容 是 第 二 篇 高 等 量子 力学 的 数学 基础 ,为 第 二 篇 涉及 
的 内 容 提 供 简 明 的 必 备 知 识 . 


第 一 章 ”抽象 群 的 基本 概念 


群 (group) 的 概念 开始 于 150 多 年 前 , 即 19 世纪 初叶 . 群 论 
《group theory) 的 早期 发 展 归功 于 著名 的 数学 家 高 斯 (Gauss)、 柯 西 
(Cauchy)、 阿 贝尔 (Abel) .哈密 顿 (Hamilton)》、 伽 罗 瓦 (Calois) 等 , 但 
是 直到 1925 年 出 现 了 量子 力学 之 后 , 才 发 现 它 在 物理 学 中 有 许多 
应 用 . 贝 特 (Bethe) 和 维 格 纳 (Wigner) 等 人 很 快 就 认识 到 群 论 在 物 
理学 中 的 应 用 ,把 这 一 新 的 工具 用 于 计算 原子 结构 和 光谱 . 利用 群 
论 方法 ,可 以 直接 对 体系 的 许多 性 质 作出 定性 的 了 解 ,可 以 简化 复 
杂 的 计算 ,也 可 以 预言 物理 过 程 的 发 展 趋向 . 目前 在 物理 学 和 物理 
化 学 的 许多 分 支 中 , 群 论 已 经 成 为 不 可 缺少 的 工具 . 


$1 群 的 定义 和 例子 


1. 群 的 定义 

考察 所 有 整数 的 集合 (set)7,7 一 {…, 一 3, 一 2, 一 1,0,1,2， 
…), 并 注意 此 集合 满足 下 列 四 个 性 质 : (a) 集 合 1 的 任意 两 元 察 
《element) 之 和 仍 是 一 整数 ,也 属 此 集合 ; (b) 此 集合 包含 一 个 叫做 
零 的 元 率 0, 它 具有 这 样 的 性 质 ,对 于 任意 元 素 mE1, 有 m 十 0=0 
十 由 一 mi (ce) 对 于 任意 元 察 mE7, 存 在 一 个 也 属于 7 的 唯一 元 素 
1 使 得 和 十 一 a 十 四 一 0, 显然,z 一 一 mi(d) 对 任意 ma 2E7, 有 血 
十 Ca 十 ?) = (m 十 za) 十 ?, 这 者 示 加 法 满足 结合 律 . 上 述 集合 就 是 群 
的 例子 . 

抽象 地 说 ,一 些 不 同 元 素 的 集合 , 记 为 G 熏 { 忆 ,4,B,C,D，…)}， 
这 些 元 素 被 赋予 一 组 合法 则 (例如 加 法 ,乘法 ,矩阵 乘法 等 ) ,并 满 
足下 列 四 个 性 质 , 则 这 些 元 素 的 集合 就 称 为 群 . 

《a)G 中 任意 两 个 元 素 4 和 B 在 给 定 法 则 下 组 合 得 到 的 元 素 

全 


仍 属于 6, 即 如 果 4,BEG, 则 
4.BEG， B.4EG (1) 
其 中 符号 “。 ”表示 5 中 两 元 素 的 组 合 . 这 一 性 质 称 为 群 的 封闭 性 
《closure) 又 称 集 合 在 给 定 组 合法 则 下 是 封闭 的 . 
(b) 存 在 单位 元 素 BE G, 使 得 对 任何 4EG, 有 
BE.A=A4.B=A4 (2) 
如 叫做 单位 元 (unit element) 或 恒 等 元 (identity element). 
《c) 对 任意 元 素 4E 9, 存 在 一 个 唯一 元 率 BE G, 使 得 
A*B=B.A=E (3) 
B 叫做 4 的 逆 (inverse element) , 记 为 B 夺 4-!; 反 之 ,4 也 叫 B 的 道 
元 或 逆 . (3) 式 亦 可 表示 为 
A.A-!= A-1.A=B (3') 
(d) 群 元 京 的 组 合法 则 满足 结合 律 (associative law), 即 对 任意 
A、.B.CEG, 有 
A*(B*C)= (4.B).C (4) 
2. 群 的 阶 
群 中 元 京 的 个 数 称 为 群 的 阶 (order). 包含 有 限 个 元 索 的 群 叫 
做 有 限 群 (finite group), 包含 无 限 多 个 元 索 的 群 叫做 无 限 群 
(infinite group). 无 限 群 又 可 分 为 分 立 群 (discrete group) 和 连续 群 
《continuous group). 如 果 群 中 元 认 的 个 数 是 可 数 无 穷 的 (例如 全 体 
整数 的 个 数 ) , 则 群 是 分 立 的 ;如 果 群 中 元 素 的 个 数 是 不 可 数 无 穷 
的 (例如 全 部 实数 的 个 数 ), 则 群 是 连续 的 . 
3. 阿 贝尔 群 
群 元 素 的 组 合 不 一 定 是 可 交换 的 (可 对 易 的 commutative) , 即 
一 般 说 来 ,4。 BB， 4. 车 群 的 所 有 元 京都 相互 对 易 , 即 4* B=B 
， 4, 则 此 群 称 为 阿 贝尔 群 (Abelian group) 或 交换 群 . 上 面 例子 中 
的 整数 加 群 就 是 阿 贝 尔 群 . 
4. 两 元 素 乘 积 的 逆 
今后 我 们 常常 用 群 元 素 的 乘积 或 积 代替 “组 合 ”这 个 词 ,并 将 
组 合 的 符号 “。 ”省 去 ,例如 4。B 写作 4B. 
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容易 证 明 , 群 元 素 的 乘积 4B 的 道 (4B)-: 由 下 式 给 出 : 
(4B)-! = B-14-1 (5) 
事实 上 ,根据 逆 元 的 定义 (3') 式 有 
(4B)-1(AB)=BE 
首先 用 B-!, 然 后 用 4-! 右 乘 上 式 两 边 ,并 利用 (2) 式 , 便 得 到 (5) 
式 . 
5. 群 的 例子 
下 面 我 们 列举 几 个 群 的 例子 . 
CD 只 包含 单位 元 的 单一 点 集 是 在 乘法 下 的 一 阶 群 
(2) 由 实数 1, 一 1 组 成 的 以 普通 乘法 作为 组 合法 则 的 二 阶 群 . 
(3) 由 复数 1,i, 一 1, 一 以 其 中 必 = 一 1 组 成 的 在 乘法 下 的 四 
阶 群 , 其 单位 元 是 1， 
(4) 本 节 开头 提 到 的 由 所 有 实 整数 组 成 的 分 立 无 限 群 .此 群 的 
组 合法 则 是 加 法 ,其 单位 元 是 0, 逆 元 4- = 一 n. 这 个 群 是 阿 贝尔 
群 . 
全 体 个 整数 (包括 0) 在 加 法 下 也 作成 群 .同样 ,全 体 有 理 数 、 
全 体 实数 ,全 体 复数 对 数 的 加 法 也 各 自作 成 群 
但 是 ,全 体 非 负 实数 在 加 法 下 不 作成 群 . 奇 整数 的 集合 在 加 法 
下 也 不 作成 群 
(5) 在 乘法 运算 下 所 有 正 实数 (0 除外 ) 的 集合 是 一 个 阿 贝尔 
群 ,其 单位 元 是 1, 元 素 : 的 逆 是 它 的 倒数 革 . 
全 体 非 零 有 理 数 .全 休 非 零 实数 .全体 非 零 复数 对 数 的 乘法 也 
各 自作 成 群 . 
但 是 ,全 体 整数 的 集合 在 乘法 下 不 作成 群 ,全 体 实数 在 乘法 下 
也 不 作成 群 . 
(6) 在 矩阵 乘法 下 所 有 满 秩 的 ( 非 奇异 的 )* 维 人 是正 整 数 ) 
[ 方 ] 矩 阵 的 集合 是 一 个 矩阵 群 . 
如 两 个 二 维 方 阵 】] 和 | ] 的 集合 是 一 个 二 阶 抵 
阵 群 | 
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又 如 六 个 二 维 方 阵 


T(E) = 人 中 T(4) = 人 ) 
ou i 
_1 VS _1 _Y3 
2 2 2 2 
7T(B) = ， 了 了 (C) = 
V3 1 _ 1 
2 和 2 2 
_1 33 1 _Y3 
2 2 2 2 
T(D) = ， T(F)= 
_M3 _Ll M3 _l 
2 7 2 2 


的 集合 是 一 个 六 阶 和 矩阵 群 . 
再 如 八 个 二 维 方 阵 


ro 人 中 rw= (2 中 rm 人 “让 
时 一 1 0 0 一 工 
"0 -( 0 rw =-( rp 人 小 

1 0 0 一朗 0 1 


2(C) = ( 全 小 7(H) 一 
= 1 0 

的 集合 是 一 个 八 阶 矩 阵 群 

(7) 在 矩阵 加 法 下 所 有 mXa 阶 矩 阵 的 集合 是 一 个 群 , 其 单位 
元 是 mXa 阶 等 短 阵 ,而 元 素 4 的 逆 元 是 它 的 负 和 矩阵 一 人 

上 面 我 们 讨论 的 是 关于 标量 (scalars) 和 抵 阵 (matrices) 的 两 个 
基本 组 合法 则 :加 法 和 乘法 . 在 数 群 的 情形 下 ,0 是 加 法 单位 元 ,而 
1 是 乘法 单位 元 ;在 矩阵 群 的 情形 下 ,适当 阶 的 零 窍 阵 (null 
matrix) 是 加 法 单位 元 ,而 适当 阶 的 单位 矩阵 (unit matr) 是 乘法 音 
位 元 . 当 群 组 合法 则 是 加 法 时 ,元 素 的 逆 叫 加 法 逆 元 ; 当 它 是 乘法 
时 ,元 素 的 道 叫 乘 法 着 元 . 例如 , 若 = 是 一 个 数 , 则 一 = 是 加 法 北 
元 ,而 二 是 乘法 逆 元 ( 设 * 产 0); 若 4 是 一 个 矩阵 , 则 一 4 是 加 法 首 
元 ,4-' 是 乘法 逆 元 ( 设 4 是 非 奇异 的 ). 
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$2 ”对称 性 变换 群 


物理 学 家 特别 感 兴趣 的 是 物理 系统 的 变换 群 ,例如 平移 
(translation) 、 转 动 (rotation)、 反 射 (reflection)、 置换 (permutation) 
等 . 使 物理 系统 保持 不 变 的 变换 称 为 系统 的 对 称 性 变换 (symmetry 
transformation), 例如 ,对 于 一 个 圆 平 面 ,围绕 通过 其 中 心 并 垂直 于 
平面 的 轴 的 转动 是 它 的 对 称 变换 . 在 一 个 水 分 子 中 ,两 个 相同 原子 
的 置换 对 分 子 来 说 也 是 对 称 变 换 . 

一 个 系统 的 所 有 对 称 变换 组 成 的 群 称 为 这 个 系统 的 对 称 性 群 
(group of symmetry). 

下 面 我 们 讨论 几 个 对 称 性 群 的 例子 . 7 


(1) 群 8 a 
设 1 代 表 反 演 (inversion) 变 换 , 它 使 
空间 任何 矢量 改变 方向 , 即 i 
rr (1) 


明显 地 ,连续 施行 两 次 反 演 , 系 统 将 保持 不 变 , 故 
r=E (2) 
由 此 可 得 到 
[1= 1+=1 (3) 
可 见 ,7 既是 么 正 算 符 (unitary operator) ,又 是 厄 密 算 符 (Hermitian 
operator), (2) 式 表明 满足 封闭 性 条 件 . 单位 元 也 存在 , 它 就 是 恒 等 
变换 8. (3) 式 表明 逆 元 三 ! 就 是 反 演 自身 工 于 是 ,B 和 7Z 的 集合 
{B,7)}, 即 反 演 和 恒 等 变 换 构成 二 阶 阿 贝尔 群 . 
(2) 群 Cz 
设 代 表 绕 = 轴 转 过 上 角 的 转动 (例如 长 方形 绕 垂直 于 其 平 
面 且 通 过 中 心 的 轴 转 动 x 角 , 如 图 1 一 2), 而 代表 恒 等 变 换 ( 即 
转动 角 为 0). 显然 有 如 二 8. 与 上 例 相同 ,了 3 和 B 的 集合 {8,E} 构 
成 二 阶 阿 贝 尔 群 . 
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引 
| 1 
人 人 . | 
3 和 
图 1-2 图 1-3 


(3) 群 cs 二 
设 及 和 及 分 别 代 表 绕 z 轴 转 过 3 和 人 4 的 转动 (例如 正三 


角形 线 标 直 于 其 平面 且 通 过 中 心 的 轴 转 动 子 + 角 委 * 角 ) ,而 
代表 便 等 变换 . 

为 了 直观 起 见 , 我 们 想象 从 一 块 硬 纸板 上 切 下 一 个 正三 角形 ， 
如 图 1 一 3 所 示 . 按 图 示 对 正三 角形 上 各 点 加 以 标记 :三 个 为 标 为 
aive, 其 中 心 标 为 。 它 与 坐标 原点 时 合 , 为 了 比较 , 硬 纸 板 上 与 三 
个 项 角 接触 的 点 分 别 标 为 1,2,3. 于 是 ,我 们 可 以 形象 地 将 以 上 三 
个 对 称 性 操作 (变换 表示 为 : 


, B a 

3 2 3 © b 2、… 
图 1-4 ， 

即 恒 等 变 换 已 使 三 角形 的 每 一 点 都 不 变 . 


即 变换 及 代表 三 角形 绕 : 轴 逆 时 针 方向 作 子 " 角 施 转 . 


1 1 
3 人 bz 3 2 
图 1-6 


即 变换 甩 代表 三 角形 绕 : 轴 逆 时 针 方 向 作 了 x 角 旋转 . 


显然 ,这 三 个 对 称 性 变换 的 结果 ,除了 标记 sb、 有 所 变动 
外 ,看 不 出 正三 角形 有 任何 变化 . 


如 果 绕 某 轴线 旋转 2 角 (* 是 正 整数 ) 使 系统 保持 不 变 , 则 此 


轴线 称 为 系统 的 " 重 对 称 轴 ( 一 fold symmetry axis) ,相应 的 操作 
记 为 0.. 0. 的 整数 等 也 是 系统 的 对 称 变换 , 记 作 Ct, 它 表示 对 系统 
施 以 个 C 操作 ，, 即 绕 轴 转 动 妈 角 .因此 ,在 本 例 中 ,oz 轴 是 正 
三 角形 的 三 重 对 称 四 ,操作 RL 和 以 可 分 别 记 为 0s 和 Ot 
容易 验证 ,8, 8, 忆 的 集合 {8,, 及 )} 构 成 群 . 首先 ,我 们 有 
ER= RE=R, i= 了 
RR 一 RR=E 
即 封闭 性 条 件 被 满足 . 例如 


wd es. 


故 RR=E 


“ A.A A 


亦 有 RR=BE 


(4) 


单位 元 就 是 恒 等 变 换 已 将 (4) 式 最 后 一 式 与 $1(3') 式 对 比 

可 以 看 出 
Rli= Rh, Ri!= Rh (5) 

故 逆 元 亦 存在 . 结合 律 条 件 也 容易 证 明 . 于 是 ,集合 {8,R, RR) 满足 
定义 所 要 求 的 四 个 性 质 ,此 集合 构成 三 阶 阿 贝尔 群 . 

(4D) 群 D。 

现在 我 们 进一步 讨论 正三 角形 的 对 称 性 变换 ,上 例 并 没有 包 
含 正三 角形 的 全 部 对 称 变换 . 现在 我 们 考察 使 图 形 与 自己 重合 的 
如 下 六 个 对 称 操作 :有 ,Ri, R2,R。, RR,,R。, 其 中 8,Ri,R, 与 上 例 同 含 
义 . 至 于 元 素 R.,R 和 RR, 它们 各 自 代 表 正 三 角 有 形 绕 o1 轴 、o2 轴 和 
03 轴 转动 + 角 . 例如 

变换 R, 代表 三 角形 绕 oa 轴 作 + 角 旋 转 : 


pe 


图 1-7 
变换 代表 三 角形 绕 % 轴 作 + 角 旋转 : 


J | 
A i 
3 [2 
过 3 全 2 


图 1-8 
变换 及 代表 三 角形 绕 we 轴 作 + 角 旋 转 : 


、 图 1-9 
可 以 证 明 ,这 六 个 对 称 性 变换 的 集合 构成 群 . 首先 ,这 六 个 操作 是 
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封闭 的 . 例如 


1 1 J 1 
NN 
由 此 得 Ri 二 R,, 等 等 . 


单位 元 就 是 恒 等 变 换 及 
每 一 个 操作 都 存在 逆 操 作 , 例如 


故 Ra2zRi 一 RR=E 
即 Ra! = R, 应: 一 
又 如 、 
1 1 1 1 
“AAA- 
3 2 3 2 3 2 3 2 
故 RR=E 
即 一 及 
同 理 Rr! = BR,, Rl=R, 


结合 律 也 容易 证 明 . 于 是 ,上 述 入 个 操作 的 集合 {8,, Bs,， 
及 及) 构成 一 个 对 称 性 群 , 称 为 三 角形 的 对 称 性 变换 群 7;. 它 是 非 
阿 贝尔 群 . | 
(5) 群 C4 
设 8,04,04,01 分 别 代表 绕 z 轴 转 过 0, 子 ,+ 和 字 x 的 旋转 ( 例 
10 


如 图 1 一 10 所 示 正 方形 绕 垂直 于 其 平 
面 并 通过 中 心 0 的 轴 沿 顺 时 针 方向 
转 过 0, 子 ,+ 和子 角 ), 象 讨论 群 Cs | 
时 作 的 规定 ,图 中 1,2,3,4 是 固定 在 
硬 纸 板 上 的 ,而 a5,c,4 标 在 正方 形 ， 
的 四 个 角 上 , 随 正 方形 一 起 转动 .类 似 4 : 
于 群 ,的 讨论 ,可 以 证 明 ,C, 是 正方 图 L10 
形 的 四 重 对 称 灿 , 且 这 四 个 对 称 操作 的 集合 {B,Cu Ct ci 构成 四 
阶 阿 贝尔 群 . 这 个 群 中 各 元 素 的 逆 分 别 为 

cr=d, (P=0, (CDi=0, B=B (6) 


例如 
1 2 1 2 1 2 1 2 

由 此 得 到 Cc,= 8. 同样 可 得 C4O 一 已 对 比 81(3') 式 可 知 ; 
(CD 一 一 CC 一 0 

(6) 群 cu 

上 例 并 没有 包含 正方 形 的 全 部 对 称 
变换 . 现在 我 们 进一步 研究 正方 形 的 对 
称 变换 . 

图 1 一 11 是 一 正方 形 ,其 中 各 标记 
按 上 面 的 规定 , 即 四 个 角 标 为 a,b,c,d， 
各 边 中 点 为 e,f,g,h; 中 心 标 为 0. 1,2， 
3,…，,8 是 固定 在 硬 纸板 上 而 不 是 在 正 
方形 上 . 图 1-11 

现在 把 正方 形 绕 垂直 于 它 并 通过 中 心 。 的 轴线 转动 二, 除 标 
记 a,5,c,"…,h 有 所 变动 外 ,看 不 出 正方 形 有 任何 变化 .车 考察 所 
有 这 样 的 对 称 变换 (例如 转动 和 反射 ), 它 们 使 正方 形 的 边界 位 置 
不 发 生变 化 ,只 是 对 点 a,5,… ,给 出 不 同 的 标记 . 表 1 列 出 的 操 
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作 包 括 了 正方 形 的 全 部 对 称 变换 (对 中 心 。 的 反 演 与 {操作 相 
同 ). 表 中 驯 记 恒 等 操 作 ,C,,04,0} 等 操作 与 群 C, 中 对 应 操作 的 含 
义 相 同 . 至 于 对 平面 的 反射 , 记 为 m 或 o.“ 对 一 直线 的 反射 "是 
“对 过 该 直线 并 垂直 于 正方 形 的 平面 反射 ”的 略语 . 

表 1 正方 形 的 对 称 变换 


符 号 操 作 项 ”时 
1 四 和 
B 恒 等 操 作 
1 da 
1 2 
0 绕 垂直 于 正方 形 并 通过 0 的 轴线 沿 | a 
顺 时 针 方 向 转 90" a 
1 ~ 四 2 
[ed 绕 上 述 轴线 转 180* 人. 
4 
J 站 = 2 
a 绕 同 一 轴线 沿 顺 时 针 方向 转 270°. | 
4 3 
a G 
me 对 直线 5 一 7 的 反射 5 7 
| wet 
8 
1 a a 
on 对 直线 1 一 3 的 反射 Ws 
3 
2 


or 对 直线 2 一 4 的 反射 


值得 注意 , 表 中 八 个 变换 对 应 于 坐标 轴 都 与 正方 形 各 边 平行 的 第 
卡 儿 坐标 系 的 八 种 不 同 取 法 ,如 图 1 一 12 所 示 . 我 们 或 者 把 坐标 系 


看 成 固定 的 ,正方 形 在 变换 ,这 就 是 所 谓 主动 观点 (active 
12 


viewpoint) ;或 者 把 正方 形 看 成 固定 的 ,坐标 系 在 变换 ,这 就 是 所 谓 
被 动 观点 (passive viewpoint). 必须 注意 ,主动 观点 中 的 变换 相当 于 
被 动 观点 中 的 逆 变 换 . 例如 ,在 主动 观点 中 ,把 C, 定义 为 正方 形 沿 
顺 时 针 方向 转动 ,在 被 动 观点 中 ,C4 必 表 示 坐 标 系 沿 逆 时 针 方 向 
转动 同一 角度 . 这 种 约定 明显 地 表示 在 图 1 一 12 中 ,今后 我 们 将 常 
常 使 用 这 种 约定 ， 


图 1-12 


容易 验证 , 表 1 列 出 的 八 个 变换 组 成 一 个 群 , 即 正方 形 的 对 称 
性 群 .例如 ,考察 对 正方 形 施 以 操作 C, 再 继 之 以 操作 0,, 这 可 由 如 


下 得 出 
1 2 1 2 1 2 要 1 
oo ~ ed -my 
于 是 得 到 
OoC4 一 ms 

上 式 表明 ,对 于 正方 形 ,操作 wC, 和 操作 m 给 出 相同 的 结果 .可 
见 ,正方 形 的 对 称 变换 满足 封闭 性 条 件 ， 

体系 的 恒 等 变 换 就 是 单位 元 . 

一 个 算 符 的 逆 是 抵消 此 算 符 效果 的 算 符 . 例如 ,考虑 对 正方 形 
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的 逐次 操作 mem。 
1 2 1 | 2 1 2 
Mm, 1 让 机 5 I = = 
由 此 得 到 mm 二 B, 故 ms 的 逆 就 是 m: 自身 , 即 
m7! = Mm: 

同样 可 证 , 表 1 中 八 个 对 称 变换 都 有 逆 , 且 就 在 这 八 个 对 称 变换 之 
中 ， 

八 个 变换 服从 结合 律 也 不 难 验证 . 

因此 , 表 1 所 列 正方 形 的 对 称 变换 的 集合 {B,C4,0i,C},me,m,， 
ou os} 组 成 一 个 群 . 在 结晶 学 中 ,此 正方 形 的 八 阶 对 称 性 群 记 为 
Cw 它 是 非 阿 贝尔 群 . 

(7) 群 六 

如 果 图 1 一 11 中 的 四 个 反射 操作 用 图 中 四 条 虚线 为 轴 分 别 转 
动 x 角 代替 , 则 将 得 到 群 D,, 此 群 也 是 正方 形 的 对 称 性 群 ,包含 八 
个 元 豪 {B,C4,03,0,Cs1,C6s,C13,C4) ,其 中 Cs1 表 示 绕 直 线 5 一 7 的 
二 重 转动 ,等 等 . 

(8) 置 换 群 S。 

作为 对 称 性 群 的 另 一 个 例子 ,我们 来 讨论 置换 群 . 它 在 全 同 粒 
子 的 量子 力学 中 很 重要 . 试 考察 4 个 全 同 对 象 的 系统 . 当 我 们 交换 
其 中 任意 两 个 或 多 个 对 象 时 ,所 得 到 的 组 态 (configuration) 与 原来 
的 组 态 没有 区 别 . 我 们 可 以 把 每 一 交换 看 作对 系统 的 一 个 变换 ,所 
有 可 能 的 变换 的 集合 组 合 一 个 群 在 此 群 作 用 下 系统 保持 不 变 . 因 
为 个 对 象 共有 nl 个 置换 (排列 ), 所 以 个 对 象 的 全 部 置换 的 集 
合 构成 al 阶 置换 群 (permutation group) 或 a 次 对 称 群 (the 
symmetric group of degree 1). 通常 记 为 5,. 

每 一 个 置换 P 可 记 为 

ee ( 1 2 3 … "] oy 
[EE 
它 表 示 第 i 个 对 象 被 第 P; 个 对 象 所 置换 . 例如 下 列 两 个 置换 是 全 
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同 的 : 
1 2 3 3 1 2 
和 3 | 和 ( 2 3) 
因此 ,(7) 式 中 第 一 排 是否 按 自然 数 的 顺序 (in natural order) 排 列 
是 无 关 紧 要 的 . 在 每 一 列 中 ,第 一 行 的 对 象 被 第 二 行 的 对 象 所 置 
换 . 显然 ,P 的 逆 P-: 应 为 
人 全 人 村 
1 2 .3 .… 8 
下 面 以 xs 一 3 为 例 ,. 群 8 有 3! =6 个 置换 ,它们 是 


CL 2 i 1 2 | 
E= 
1 
p= 人 ,i : 小 G@9) 
12 3 1 2 3 
m= 3 让)， nm 人 1 2) 
两 个 置换 PP; 的 乘积 ,表示 对 系统 进行 连续 两 次 置换 (先进 行 户 
后 进行 P) ,结果 是 系统 的 另 一 个 置换 P,, 记 为 =PPy. 例如 


2 sj 2 2) 
PP: 一 
和 hI 


3 a 2 | 2 ?) 
去 = =P 
23 1/\1 32 2 3 1 
作为 练习 ,读者 可 以 求 出 其 余 两 置换 的 乘积 ,并 验证 这 六 个 置 
换 的 集合 构成 六 阶 置 换 群 8，. 


835 乘法 表 


1. 乘 法 表 
群 的 两 个 元 束 4 与 B 相 乘 的 结果 4B=C 用 群 的 乘法 表 
《group multiplication table) 来 表示 是 方便 的 .乘法 表 的 行 (rows) 和 
列 (columns) 用 群 元 京 标 记 , 元 豪 4 和 B 的 乘积 0=A4B 出 现在 4 
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行 和 3 列 交叉 处 ,操作 的 顺序 由 右 至 左 ,438 中 B 是 第 一 操作 (first 
operation) ,4 是 第 二 操作 (second operation). 在 作 乘 法 表 时 , 行 和 列 
的 次 序 是 无 关 紧 要 的 ,可 以 选取 第 一 列 的 每 一 个 元 兹 按 第 一 行 每 
一 个 相应 元 京 的 次 序 排列 ,例如 表 2; 也 可 以 对 行 和 列 选取 不 同 的 
次 序 ,使 第 一 列 的 每 一 个 元 素 是 第 一 行 相 应 元 素 的 送 , 照 此 方式 写 
出 的 乘法 表 , 主 对 角 线 只 含 单位 元 8, 例如 表 3. 


按照 后 一 种 排列 方式 ,我 们 作出 C6 群 的 乘法 表 如 表 4. 


衣 4 群 Cu 的 乘法 表 
第 一 操 作 

Co or 

[ef [i a me mh op ov 

BE CO GG 0 mm mm 

[a 8 Cs Nm mm ov oz 

[el B On or m me 

Or Mm oz B G oo 0 

0 m 0 G 5 0 4 
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群 六 的 群 表 如 表 5. 
表 5 群 凡 的 乘法 表 


RB EB 有 hE Re 
Re RB B Bh E 
9 Re 及 BR B 
R 2 Bh B R 
置换 群 8; 的 群 表 如 表 6. 
表 6 群 5 的 乘法 表 


2. 重 排列 定理 “ 
由 表 2,3,4 和 5 都 可 看 出 , 群 的 每 一 个 元 健在 表 中 每 一 行 或 
每 一 列 必 出 现 而 且 仅 出 现 一 次 ,这 就 是 所 谓 重 排列 定理 
(rearrengement theorem). 每 一 行 ( 列 ) 的 元 京 只 是 另 一 行 ( 列 ) 元 素 
的 重新 排列 . 
为 了 证 明 此 定理 ,我 们 首先 证 明 一 个 元 京 不 可 能 在 一 行 或 一 
列 出 现 一 次 以 上 . 设 有 一 个 元 素 D 在 对 应 于 元 素 4 的 列 中 出 现 两 
次 ,这 就 意味 着 存在 两 个 元 素 B 和 0C, 使 得 
B4=D 和 c4=D 
以 4-: 右 乘 上 式 得 
B= D4-1，C = D4-: 
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即 3 一 C, 但 这 与 群 元 素 互 不 相同 的 假设 矛盾 . 同 理 可 证 没有 一 个 
元 素 可 以 在 一 行 中 出 现 一 次 以 上 ， 

既然 不 可 能 有 元 素 在 一 行 或 一 列 中 出 现 一 次 以 上 ,而 每 一 行 
或 每 一 列 的 位 置 的 数目 等 于 群 的 阶 ( 即 群 元 素 的 个 数 ), 所 以 可 以 
断言 ,每 一 元 素 必 在 每 行 或 每 列 出 现 -一 次 且 仅 一 次 . 

3. 循环 群 和 有 限 的 群 的 生成 元 

从 表 2 或 表 3 可 以 看 出 , 群 {1, 一 1,i, 一 让 具有 循环 性 质 
《cyclic property) , 即 群 的 所 有 元 率 能 够 由 某 一 元 率 的 短 得 到 . 例 
如 , 群 的 四 个 元 豪 可 由 (t=0,1,2,3) 得 到 . 

如 果 群 G 的 每 一 个 元 京都 是 4 的 某 一 固定 元 察 4 的 敌 4(k 
是 整数 ), 则 称 G 为 循环 群 (cyclic group) ;或 者 说 ,G 是 由 元 率 4 生 
成 的 ,而 元 素 4 就 称 为 G 的 一 个 生成 元 (generator). 循环 群 9 可 表 
为 G 一 (4,42， 4 A-!1, 4 二 8) ,其 阶 为 nn. 

一 个 群 的 生成 元 不 是 唯一 的 ,它们 可 以 有 不 同 的 选取 方法 , 例 
如 群 {1, 一 1,i, 一 让 也 可 由 一 i 生成. 

显而易见 ,循环 群 一 定 是 阿 贝尔 群 ,但 其 逆 不 一 定 对 . 


$4 共 思 元 素 和 类 
1, 共 斩 元 素 
设 4.8 和 C 是 群 的 元 京 ,如 果 它 们 满足 下 列 关 系 
0 =.A-!BA, (1) 


则 称 元 京 C 与 元 素 B 共 罗 (conjugate), 这 种 运算 叫做 B 通 过 4 的 
相似 变换 . 显然 
B = ACA-! (2) 
由 表 4 可 以 看 出 ,例如 
ms = Cr Hm 

故 me 与 m 互 为 共 轿 . 

可 以 证 明 , 如 果 了 与 C 共 气 ,了 3 又 与 D 共 生 , 则 C 与 了 共 斩 ， 
这 时 三 者 相互 共 罗 . 事实 上 , 若 
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B=A-'0A—C= ABA-! 
B=F-iDF 
则 有 C= ABA-! =AF-1DFA-! 
一 (F4-1)-ID(P4-!1) 
一 G-1DG 

其 中 利用 了 (4-)-1= (4-D)-1-!1=2F-!1, 且 记 P4-!=G， 

2. 类 ms 
我 们 可 以 把 群 分 成 一 些 集 合 ,使 得 每 一 集合 中 的 所 有 元 察 都 
相互 共 生 ,但 属于 不 同 集合 的 两 元 素 互 不 共 罗 . 群 中 彼此 相互 共 扼 
的 元 素 的 集合 叫做 群 的 共 轿 类 (conjugate classes) 或 简称 为 类 . 显 
然 , 不 同类 的 两 元 素 互 不 共 轧 . | 

在 任何 群 中 ,单位 无 已 自 成 一 类 ,这 是 因为 对 于 做 中 任意 元 
察 4, 必 有 4184=B, 即 单位 元 与 自身 共 轿 , 故 自 谍 一 类 

阿 贝尔 群 的 每 一 个 元 京 自 成 一 类 . 

作为 练习 ,读者 可 证 明 , 群 cv 的 类 是 et 

(B), (C14,00) (CD , Cmes mm) , (0,0,) 3) 

对 于 由 物理 系统 的 旋转 、 反 射 和 反 演 所 组 成 的 变换 群 ,有 一 些 简单 
规则 可 以 决定 群 的 类 而 不 需要 对 所 有 元 素 进 行 具体 计算 ， 这 些 规 
则 是 : 

(1) 转 动 角 大 小 不 等 的 旋转 一 般 说 来 局 于 不 同 的 类 例如, 群 
C4 的 C4 和 03 属 于 不 同 的 类 . 

(2) 绕 一 轴线 沿 顺 时 针 方向 旋转 某 一 角度 和 线 同一 轴线 沿 逆 
时 针 方 向 旋转 同一 角度 在 如 下 条 件 下 属于 同一 类 , 即 群 中 存在 这 
样 的 变换 , 它 能 倒转 轴线 方向 或 改变 笛 卡 目 坐 标 系 的 指向 (就 是 把 
右手 坐标 系 变 为 左手 坐标 系 ,或 反之 ), 例如 , 群 Ce 的 C4 和 Ci 属 
于 同一 类 ,因为 有 一 个 反射 (如 m 或 0,) 订 改变 坐标 系 的 指向 , 但 
在 群 0 中 ,其 元 豪 R 和 BR 人 > 类 ， 县 和 有 是 绕 主 对 称 轴 


旋转 也 而 所 则 是 绕 同一 轴 施 转 千 本 m, 即 逆转 了 3 但 如 Cs 中 没有 


元 素 能 使 该 轴 倒 转 方向 , 故 R 和 局 于 不 网 的 类 / 事实 上 , 群 C， 
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是 阿 贝 尔 群 ,各 个 元 素 自 成 一 类 . 

《3) 绕 两 不 同 轴线 旋转 同一 角度 或 对 两 不 同 平面 的 反射 属于 
同一 类 , 当 且 仅 当 两 轴线 或 两 平面 可 通过 群 中 元 素 由 其 中 一 个 变 
到 另 一 个 . 例如 , 群 cv 中 ,me 和 mm 属于 同一 类 ,因为 图 1 一 11 中 
直线 5 一 7 可 以 由 操作 C4 变 到 直线 6 一 8; 但 0 与 m 不 属 同一 
类 ,因为 没有 一 个 操作 可 以 把 直线 1 一 3 变 到 直线 5 一 7. 

这 些 简单 的 判 据 对 于 和 赁 观察 得 到 分 子 和 晶体 点 群 (point 
group) 的 类 很 有 用 . 


85 子 群 


1. 子 群 

如 果 群 中 的 某 些 元 紊 的 集合 石 自身 也 是 一 个 群 ( 与 G 具 
有 相同 的 组 合法 则 ), 则 五 叫做 群 9 的 一 个 子 群 (subgroup). 

例如 ,从 表 4 中 容易 看 出 , {B,CuCi, Ci) 是 群 Ce 的 一 个 子 群 ， 
也 就 是 说 , 群 6, 是 群 C6 的 一 个 子 群 . 此 外 , {B,C03,m.,m,}, {B04， 
O4305), {B,C2), {Bms), {EB,m), {EB,0,), {B,ov} 都 是 群 0 的 子 群 ， 

单位 元 自身 和 群 G 自身 也 是 群 6 的 子 群 , 称 为 平凡 子 群 
(trivial subgroup). 

如 果 G 比 五 包含 有 更 多 的 元 京 , 则 子 群 称 为 群 G 的 真子 
群 ， 

.由 8 4(3) 式 可 知 ,在 群 C6 中 ,C4 和 人 0 属 同一 类 ,m, 和 m, 属 同 
一 类 ,w 和 也 属 同一 类 ;但 在 子 群 Ci 一 {B,C4Ci,Ci} 和 已 一 {B， 
Cimeym} 中 ,每 一 个 元 素 自 成 一 类 , 即 C 和 Ci 不 再 属 同一 类 ,ms 
和 m 也 不 再 属 同一 类 , 这 是 因为 在 子 群 C4 中 没有 改变 坐标 轴 方 
向 的 操作 ,而 在 子 群 万 中 , 则 不 存在 把 z 轴 变 到 y 轴 的 操作 . 因此 
应 当 注意 ,在 一 个 较 大 的 群 中 属于 同一 类 的 元 紊 ,在 一 个 较 小 的 群 
中 不 一 定 属于 同一 类 . 

2. 陪 集 
车 9 阶 群 G 有 一 个 A 阶 子 群 且 = {三 = 琴 ,H2,Hy,… 梧 }. 设 
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了 为 G 中 任 一 元 素 ,构造 所 有 像 XB,XH:,XHs 等 等 的 乘积 ,并 把 
它们 的 集合 记 为 
= (XE,XH2, XHs,…, XH) (1) 
考察 两 种 情况 : (1)X 在 子 群 万 中, (2)X 不 属于 五 . 如 果 芳 
是 五 的 元 京 , 根 据 群 的 定义 ,集合 XH 必 与 群 妃 恒 等 , 因 为 集合 
XH 仅仅 是 把 五 中 的 元 素 重 新 排列 而 已 .我们 把 这 种 情况 记 为 
XH=H， 若 XE'H (2) 
例如 ,用 元 窒 C4 乘 群 互 = {B,C4o Ci Ci} 中 每 一 元 素 , 得 CH 
三 {04,04,0%,B}, 故 X= 有 ,这 是 因为 C4E 卫 . 
i 车 匀 不 属于 五 , 则 可 证 XH 的 元 素 都 不 周 于 . 厅 例 如 ， 
一 {may ov oz) ,10 末 一 {oy,ovymeyox) ,显然 mH 和 加 殖 中 的 
人 妃 , 这 是 因为 m 和 m 都 不 属于 用 人 00 CCi) 
之 故 ， 
我 们 用 反 证 法 来 证 明 以 上 结论 ， ' k 
设 对 于 某 一 值 i(1<i<h) ,XH 属于 五 , 因 末 是 一 个 群 ， Hr 
也 属于 此 群 ,从 而 (XH;)H7!=X, 根 据 群 的 封闭 性 ,X 也 在 刀 中. 
但 这 与 X 不 是 的 元 京 相 蔬 盾 ,这 就 证 明了 XH 中 的 元 察 都 不 
属于 五 , 即 万 和 XH 没有 公共 元 京 .我 们 把 互 和 XH 叫做 不 相交 
集 (disjoint sets). 
当 不 是 子 群 的 元 察 时 (当然 还 是 全 群 9 的 元 案 ) ,集合 
XH 叫做 G 中 子 群 # 的 相对 于 的 左 陪 集 (left coset). 类 似 地 ,也 
可 以 把 下 列 元 京 的 集合 定义 为 G 中 五 的 相对 于 的 右 陪 集 (right 
coset ) . 
HX = (BX, HX, Hx, ,HX) (3) 
显然 , 子 群 的 左 陪 集 XH 和 右 陪 集 HX 都 与 不 相交 , 即 
子 群 与 它 的 陪 集 没 有 公共 元 素 . 可 以 证 明 , 子 群 五 的 任意 两 个 左 
陪 集 或 者 包含 全 部 相同 的 元 素 , 或 者 没有 公共 元 豪 . 因为 了 和 fH 
都 属于 较 大 的 群 9, 故 所 有 左 陪 集 和 右 陪 集 的 元 素 自 然 都 属于 G4. 
3. 正规 子 群 
对 于 群 G 中 所 有 元 素 X, 子 群 的 左 障 集 与 右 陪 集 相同 , 则 
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五 叫做 G 的 正规 子 群 (normal subgroup) 或 不 变 子 群 (invariant 
subgroup). 
互 是 正规 子 群 的 条 件 可 写成 
XH 二 HX 或 X-iHX= 有 H， 所 有 XEQG (4) 
例如 群 Cw 的 子 群 万 = {B,C4,C3,Ci)} 是 正规 子 群 ,因为 
mH = (ma,,my,0,) 
Hm: = (ms,0,,90,) 
故 有 mH = Hm。. 对 m,,0,,0,, 亦 有 相同 的 结果 , 所 以 ,H= {8,C,， 
0?,Ci) 是 群 cu 的 正规 子 群 . 
(4) 式 也 可 以 改 述 为 要 求 XH 中 的 每 一 个 元 素 等 于 HX 中 的 
某 一 元 素 , 即 
XB 一 万 X 或 X-!HJX = (5) 
由 上 式 可 知 ,HH; 与 1; 互 为 共 气 , 它 表明 如 果 及 属于 G 中 的 
正规 子 群 及 , 则 与 H; 共 罗 q 的 所 有 元 素 也 属于 H. 由 此 可 见 , 正 规 
子 群 由 较 大 群 的 完全 类 (complete clasres) 组 成 .反之 亦 对 , 即 如 果 
一 个 子 群 卫 由 G 的 完全 类 组 成 , 则 五 是 4 的 正规 子 群 .这 是 正规 
子 群 定义 的 另 一 形式 , 例如 , {8,0i,m,,m} 是 群 Cu 的 一 个 正规 子 
群 ,因为 它 由 三 个 完全 类 组 成 (参阅 8 4(3) 式 ) ,但 {8,m,} 则 不 是 正 
规 子 群 . 
4. 商 群 
试 考虑 群 0。 的 一 个 正规 子 群 ,例如 Ki 二 {8,09). 现在 用 Cu 
的 其 余 元 豪 组 成 子 群 Ki 的 所 有 不 同 陪 集 ,可 得 K= (C4,0}) ,Ks 
二 (mym),K4= 《0,0,). 于 是 ,连同 正规 子 群 Ki 在 内 ,共有 
Ki= {BE,01}, Kk:= (CC3) 
Ks 一 (mm), 下 (一 《cuyOr)》 (6) 
以 上 的 正规 子 群 以 及 它 的 所 有 陪 集 的 集合 可 以 构成 一 个 群 ,只 要 
这 样 来 定义 (6) 式 中 两 两 的 乘积 EGG 天 jh2j 一 1,2， 3,4) ,其 意 
义 是 K, 的 每 一 元 素 与 K; 各 元 素 乘 积 的 集合 ,但 重复 的 元 康 只 算 
一 次 . 一 般 说 来 ,两 两 乘积 与 次 序 有 关 . 现在 我 们 考虑 
& . KsKs = (C4,CY) Gmsm,) 
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一 (onsovyoyy0n) 

一 (aosor) = Ks (7) 
还 有 其 他 的 类 似 关系 . 可 见 集合 K= (Ki1, Kz, Ks,K4) 对 上 面 定义 
的 乘法 是 封闭 的 . 同样 可 以 证 明 , 此 集合 也 满足 所 有 关于 群 的 其 他 
要 求 . 因此 ,我 们 也 可 以 把 每 一 个 K; 看 作 “ 元 素 ”, 则 其 集合 天 是 
在 给 定 组 合法 则 下 的 一 个 群 . 这 个 群 叫做 G 的 相对 于 正规 子 群 Kl 
的 商 群 (factor group or quotient group). 

更 一 般 地 ,如 果 五 是 G 的 一 个 正规 子 群 ,五 在 4 中 的 所 有 不 
同 的 陪 集 在 上 面 定义 的 陪 集 乘 法 运算 下 叫做 G 相对 于 五 的 商 
群 ,并 记 为 

K=G/H 
车 g 和 % 别 为 G 和 五 的 阶 , 则 K 的 阶 等 于 g/h. 

5. 拉 格 朗 日 定理 

车 阶 群 H 是 g 阶 群 6 的 一 个 子 群 , 则 9 是 4 的 整数 倍 ,这 
就 是 拉 格 朗 日 定理 (Lagranges theorem). 整数 9/ 叫做 群 6 中 子 群 
瑟 的 指数 (index). 

拉 格 朗 日 定理 证 明 如 下 . 考虑 互 的 所 有 不 同 的 陪 集 XH， 
XzH，…XX-1H( 为 了 方便 , 设 甩 有 + 一 1 个 陪 集 ). 若 4 是 群 五 的 
阶 , 则 每 一 个 陪 集 有 大 个 元 束 , 例 如 XH= (XE, XH2, XHs, *, 
X18,) ,等 等 .但 是 , 群 G 的 每 一 个 元 素 必 然 或 者 出 现在 H 中 ,或 者 
出 现在 (n 一 1) 个 不 同 的 陪 集 中 ;这 是 因为 子 群 与 它 的 陪 集 不 相交 ， 
即 没有 公共 元 素 之 故 . 这 样 ,G 中 没有 一 个 元 素 能 够 在 或 其 (n 
一 个 陪 集中 出 现 多 于 一 次 . 因此 , 妞 中 的 大 个 元 素 加 上 (na 一 1) 个 
陪 集中 的 (一 1)4 个 元 素 之 和 必 等 于 G 中 的 y 个 元 察 , 即 

g=h 二 (nO— Dh=nh (9) 
其 中 是正 整数 . 
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1. 群 的 直 积 
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设 互 = { 且 三 8B,H;,Hs,… ,HH) 是 4 阶 群 ,K= {Ki 三 8, Kz, Ks 
…,K) 是 阶 群 ,如 果 五 和 除 单位 元 外 没有 公共 元 素 , 且 有 
中 的 每 一 元 素 与 及 中 每 一 元 素 对 易 , 则 我 们 可 以 定义 两 群 有 "入 
的 直 积 群 (direct product group)G, 其 阶 为 g= 研 ,其 元 素 是 H 的 每 
一 元 素 与 K 的 每 一 元 素 的 积 , 即 

G= HO@K ={E,BEK:,BKRs,*", EK:;H2B, HK;, 
H2Ks,** ,HzKa;°** ,HaE, HK2, 
HKs,** ,HKs) (1) 

由 上 式 可 以 看 出 ,HH 和 K 都 是 4 的 子 群 ,因为 五 和 的 每 
一 个 元 率 都 被 包含 在 4 中 . 

群 C6 的 子 群 可 作为 这 一 概念 的 简单 例子 . 例如 

{8B,0,) 四 {B,0,)} = {BE,03,0,,0,) 

{B,m:} @ {BE,m,) = {B,C%,me,m,)} 

{8,01) ® {Bsm)} = {B,Cimeym) 2 
{B,C2} @ {8,0,) = {B,C04,0,,0,} 


作 群 的 直 积 是 扩大 群 的 最 简单 的 方法 . 在 研究 原子 、 分 子 、 晶 
体 、 原 子 核 和 基本 粒子 的 对 称 性 时 , 群 的 直 积 是 一 个 重要 的 概念 和 
工具 .Cw 二 C0:@S: 可 作为 一 个 例子 . 反 演 操作 与 所 有 旋转 操作 是 
可 对 易 的 , 即 
IRr =Ir =—r 


RIr 一 及 (一 T) =—r 
由 此 可 见 三 一 RX. 用 " 记 之 , 它 表 示 对 z 平 面 的 反射 操作 , 即 是 
改变 > 轴 方 向 的 操作 . 群 C4 二 {8B,8,7,0} 的 乘法 表 如 表 7. 
表 7 群 C。 乘 法 表 
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2. 直 积 群 的 类 结构 
设 群 互 的 元 素 记 为 有 ., ,及 .,…, 群 K 的 元 素 记 为 K。, K,， 
K。,… ,如 果 
Hi= HriHHs, K,= KriKok, (3) 
则 
Hk = (HF'HHs) (KrIKK.) 
注意 到 五 的 元 素 与 K 的 元 素 对 易 , 则 上 式 可 变 为 
HiK, = KHAIHKHK, 
= (HyK,) HKAHsK,) (4) 
即 
6; = G71G,6, (4) 
由 (3) 式 和 (4) 式 可 见 , 如 果 五 中 Hi 与 H, 苍 ,K 中 K, 与 
K。 共 绒 , 则 在 直 积 群 8H@K==G 中 ,Hk 与 HK。 共 轿 . 因此 , 直 积 
HO@K 的 一 类 包含 所 有 这 样 的 乘积 Hk。, 其 中 Hi 遍及 末 的 一 个 
类 ,K。 遍 及 K 的 一 个 类 . 因此 ,中 的 一 个 类 和 中 的 一 个 类 组 
成 直 积 群 8@K 的 一 个 类 . 
车 群 及 的 类 数 为 , 群 K 的 类 数 为 m, 则 直 积 群 6= HC@K 
的 类 数 % 为 
= (5) 
例如 {8B,0,} 中 每 一 元 察 自 成 一 类 , {8,0,} 中 每 一 元 率 自 成 一 类 , 故 
直 积 群 {8,0,}@{8,0,} 二 {8,03,0,,0,} 有 四 类 , 即 每 一 元 素 自 成 一 
类 . 


87 同 构 和 同 态 


群 的 乘法 表 , 例 如 表 4 所 示 的 正方 形 群 的 乘法 表 , 刻 划 了 群 的 
全 部 特征 ,也 包含 了 关于 群 的 解析 结构 的 全 部 知识 . 具有 相似 的 乘 
法 表 的 所 有 和 群 都 有 相同 的 结构 一 它们 称 为 相互 同 构 
(isomorphism ) . 
从 数学 上 说 ,如 果 有 相同 阶 9 的 两 个 群 G={B,4,B,C,…} 和 
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9 一 人 B,4B CC)G 和 @ 的 元 素 之 间 存 在 着 一 一 对 应 (one 一 
to 一 one correspondence)4<*4' ,Be*B' ,CC 等 等 ,使 得 如 果 4B=C， 
则 有 4B'=0' ,我 们 就 说 6 与 &% 同 构 . 因 此 ,只 要 简单 地 把 G 的 乘 
法 表 中 G 的 元 素 用 的 相应 元 率 代 替 , 即 可 由 G 的 乘法 表 得 到 
9 的 乘法 表 . 必须 注意 ,在 同 构 映射 下 ,一 个 群 的 单位 元 对 应 于 另 
一 个 群 的 单位 元 ,如 图 1 一 13 所 示 . “ ghpc 
群 0 常 称 为 群 G 的 同 构象 (image) “1 1 ii 
或 映射 (mapping), 并 记 为 G' 守 6G. 
同 构 具有 传递 性 :如 果 G0 ,0 一 
9, 则 ,G20; 也 具有 反 身 性 :如 果 ey 
GCC , 则 G 6. DAO 

作为 例子 ,考虑 数 群 {1,i, 一 1， 图 1-13 
一 让 与 群 6= {B,C04,04,03) ,它们 在 下 述 映射 下 同 构 : 

leB，ierC， 一 li， —icC} 

例如 ,一 个 群 的 积 (一 1) (一 让 =i, 对 应 于 另 一 个 群 的 积 Cici= C4 
等 等 . 

经 常 磁 到 多 一 对 应 (many 一 to 一 one correspondence) 的 映射 .如 
果 群 6, 的 每 一 个 元 素 4 对 应 于 另 一 群 G: 的 一 个 唯一 确定 的 元 察 
9(4) ,使 得 


4 一 %p(4)， B— p(B) (1) 
而 且 
AB— p(A)p(B) = p(AB) (2) 
或 
AB = C0— 9(A)p(B) = yp(0) (2') 


就 说 存在 着 从 G1 到 Gs 的 同 态 (homomorphism). Gz 的 元 罕 w(4) 叫 

做 在 同 态 下 G 的 元 素 4 的 像 (image) 或 映 象 (map). 虽然 Ci 的 每 

一 元 素 4 映射 到 6, 的 唯一 元 带 w(4) ,但 G; 的 几 个 元 率 可 以 映射 

到 G4 的 同一 元 素 , 因 此 ,即使 4 关 B, 也 可 能 有 pC(4)= 二 pCB). 如 果 

G 中 有 = 个 元 率 映 射 到 6 的 一 个 元 素 , 我 们 就 说 存在 着 一 个 由 

9 到 6: 的 az 对 1 的 映射 或 同 态 , 如 图 1 一 14 所 示 . 显然 , 若 * 一 1， 
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映射 简化 为 同 构 . 


图 1-14 

车 群 G, 和 G2 都 是 有 限 群 , 且 有 相同 的 阶 , 则 两 者 同 态 就 必 自 
动 地 同 构 . 若 阶 数 不 同 ,Na> Noz, 则 在 最 好 的 情形 下 也 只 存在 同 
态 . 

群 Cw 又 提供 了 同 态 的 简单 例子 , 例如 , 子 群 {8,m,} 和 子 群 {8， 
04,m:,my) 车 按 如 下 2 对 1 的 映射 时 是 同 态 的 : 

B,Ci— Es mm 一 ns (3) 

单位 元 提供 了 同 态 的 一 个 平凡 例子 ,因为 存在 着 从 在 一 群 G 
到 只 包含 单位 元 的 一 阶 群 的 同 态 . 而 后 者 又 是 一 群 的 正规 子 群 . 

我 们 已 经 指出 ,彼此 同 构 的 群 具有 相同 的 解析 结构 ,彼此 同 构 
的 群 可 以 代表 完全 不 同 的 物理 状况 .但 是 ,从 数学 角度 看 ,只 要 研 
究 其 中 之 一 就 可 以 了 . 我 们 的 整个 理论 是 以 群 的 四 个 基本 公理 为 
基础 的 ,它们 与 群 元 紊 的 特定 含意 完全 无 关 . 因此 ,这 部 分 理论 叫 
做 抽象 群 理论 (abstract group theory). 我 们 可 以 根据 具体 物理 状况 
的 需要 ,给 群 元 素 以 任 一 解释 ,并 得 出 相应 的 结果 . 
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第 二 章 希 尔 伯 特 空间 


希 尔 伯 特 空间 是 建立 量子 力学 的 数学 框架 . 物理 可 观察 量 用 
希 尔 伯 特 空间 中 的 算 符 表示 ,而 物理 态 是 希 尔 伯 特 空间 中 的 矢量 . 
(函数 ). 描述 物理 系统 中 可 能 状态 的 函数 最 重要 的 性 质 是 它们 形 
成 一 个 完备 集 (complete set). 整个 量子 力学 是 建立 在 这 一 事实 的 
基础 之 上 的 ， 

当 把 函数 看 作 一 个 矢量 空间 中 的 矢量 时 ,数学 的 一 些 主要 分 
支 一 代数 .几何 和 分 析 就 汇合 起 来 了 , 它 与 近代 物理 有 着 广泛 的 
联系 ， 

本 章 将 讨论 希 尔 伯 特 空间 和 算 符 的 概念 ,为 群 论 在 量子 力学 
中 的 应 用 准备 基础 . 


81 矢量 空间 


人 们 熟悉 的 三 维 空间 是 任意 维 矢量 空间 这 一 普遍 概念 的 一 个 
特例 . 维 空间 (n 是 一 个 有 限 的 实 正 整 数 或 无 限 大 ) 这 一 纯粹 抽象 
的 概念 ,实际 上 已 经 成 为 现代 物理 和 数学 的 许多 问题 中 的 基本 概 
站 

1. 域 

在 介绍 矢量 空间 之 前 , 先 给 “ 域 ” 下 一 定义 . 令 了 是 某 些 元 素 
的 集合 (a,5,c,4，…), 并 假定 对 的 元 素 定 义 了 两 个 二 元 运算 :一 
个 用 “十 ”表示 ( 称 为 加 法 ), 而 另 一 个 用 *。 ”表示 ( 称 为 乘法 ). 当下 
列 条 件 成 立时 , 称 了 是 一 个 域 (field) : 

《DF 在 加 法 下 是 一 个 阿 贝 尔 群 , 其 单位 元 以 “0” 表 示 ,并 读 作 
零 (zero); 

(2) 的 非 零 元 素 的 集合 在 乘法 下 也 构成 一 个 阿 贝尔 群 ,其 单 
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位 元 以 “1? 表 示 , 并 读 作 1Cunity); 
(3) 乘 法 对 加 法 满足 分 配 律 : 
a(b 二 Cc) 二 十 ac 
下 面 是 域 的 三 个 例子 : 
《a) 所 有 实数 的 集合 ,通常 记 为 R. 
(b) 所 有 复数 的 集合 ,通常 记 为 C. 
《c) 所 有 有 理 数 的 集合 ,通常 记 为 @. 
域 的 元 素 称 为 数量 (标量 ). 
2. 矢 量 空间 
当下 述 两 个 条 件 成 立时 , 称 元 素 u,v,w,… 的 集合 工 为 域 上 
的 矢量 空间 (vector space)@: 
《1) 在 工 中 定义 了 一 个 加 法 运算 , 记 为 “十 ” 江 在 加 法 下 是 一 
阿 贝尔 群 .此 群 的 单位 元 记 作 0Cnull element). 
显然 ， 
ut+v=wEL (1) 
(2) 域 ?的 任 一 数 与 工 的 任 一 元 可 被 一 称 为 数 乘 的 运算 结合 
成 工 的 一 个 元 ,使 得 对 任意 wzE 工 和 obER, 有 
au 十 v) 一 (au 十 av) 生 工 
(ae 十 bx 一 (ax 十 加 ) EL 
a(by) =(ab)u 
lsu=u, Qu=0 (2) 
值得 注意 , 式 中 0 是 域 上 的 元 素 , 而 0 是 工 的 “ 零 ” 元 . 此 后 我 
们 将 不 区 分 0 和 0 这 两 个 零 ， 
矢量 空间 的 元 素 称 为 矢量 (veetors). 矢量 空间 中 两 个 元 京 的 
乘法 不 一 定 要 加 以 定义 . 若 定义 了 两 元 兹 的 内 积 运算 , 则 矢量 空间 
成 为 内 积 空间 , 见 8 2. 
矢量 空间 的 例子 : 
(a) 实 数 域 上 的 三 维 位 置 矢量 空间 ,用 精确 的 数学 语言 应 陈述 


@ 矢量 空间 ,线性 矢量 空间 和 线性 空间 等 名 称 同 义 . 
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为 “具有 通常 矢量 加 法 运算 和 矢量 有 乘 以 数量 (标量 ?的 运算 的 所 有 
位 置 矢量 的 集合 ” 
(b) 在 某 一 域 上 全 体 zx 数组 (a 一 triplets of numbers) 的 集合 . 例 
如 zx 二 (om,o,…,a), 其 中 属 于 该 域 . 因而 ,所 有 复数 n 数 组 
的 集合 是 C 上 的 矢量 空间 ;所 有 实数 4 数组 的 集合 是 上 的 矢量 
空间 ;所 有 有 理 数 "数组 的 集合 是 8 上 的 矢量 空间 . 
这 种 集合 中 的 两 个 元 素 4 与 v 三 (hi, pf,…,b), 当 且 仅 当 对 
所 有 的 
=f (1 和; 入 2) (3a) 
时 , 称 作 相等 , 记 为 24 一? 
这 种 集合 中 两 个 元 素 * 和 ，" 的 加 法 及 矢量 与 数 的 乘法 定义 为 
(aa aa) + (Pi, pas" ,pb,) = ait Piast pos so 十) 
(3b) 
CColyaa ys) = (coalycaz Co) (3c) 
此 外 , 若 所 有 
«=0 (lI<i<n) (3d) 
则 称 4=0. 
显然 , 例 (a) 是 本 例 的 一 个 特殊 情况 一 一 它 是 所 有 实数 3 数组 
的 集合 . 
(c) 所 有 实数 的 集合 . 
(d) 所 有 复数 的 集合 . 
(e) 所 有 有 理 数 的 集合 . 
在 这 最 后 三 个 例子 中 , 数 和 矢量 相同 . 
知 部 在 实 小 各 上 的 乱 玫 空间 各 为 实 矢 量 守 间 1 网 症 尺 在 各 到 
域 上 的 矢量 空间 称 为 复 矢量 空间 . 


82 内 积 空间 . 
1. 内 积 空间 


定义 在 域 上 的 矢量 空间 L( 这 里 的 ?或 者 是 复数 域 ,或 者 
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是 实数 域 ) ,除了 满足 矢量 空间 的 定义 条 件 (1) 和 (2) 外 , 它 的 元 素 
还 满足 下 述 条 件 (3) 时 , 称 为 内 积 空间 (inner product space): 

(3) 对 于 每 一 对 元 素 w,vEL, 都 有 域 下 的 一 个 确定 的 数 与 之 
对 应 , 记 作 (w,v)==c, 并 称 为 和 v 的 内 积 或 数 积 ( 标 积 ), 并 且 具 
有 以 下 性 质 : 


(u,v) 一 (292)“ 
(w,au 十 bv) = alw,u) 十 DC(pp) | (1) 
(usu) 之 0, 当 且 仅 当 w = 0 时 等 号 成 立 
式 中 星 号 * 表示 取 复 数 共 轿 . 由 定义 (1) 式 立即 可 推出 : 

au,v0) = (vau)* = a (vu)* = a (wv) } 
(au,bv) = a*b(lu,v) 
我 们 也 可 以 说 ,定义 了 内 积 的 矢量 空间 称 为 内 积 空间 , 具有 实 
内 积 的 实 矢 量 空间 叫做 欧 几 里 得 空间 (Euelidean space); 而 复 内 积 
空间 则 称 为 么 正 空间 (unitary space). 
所 有 复数 数组 的 线性 空间 将 成 为 一 个 内 积 空间 ,如 果 我 们 
定义 两 元 素 和 v 的 数 积 如 下 : 


(2) 


(wa) = wp (3) 
一 般 说 来 ,上 式 是 一 复数 . 
2. 模 
矢量 4 同 它 自身 的 内 积 ,由 (3) 式 得 
Gu) = Dy) lal? (4) 


式 中 | “| 代表 所 夹 数 的 绝对 值 , 即 1a| 是 a 的 绝对 值 . (4) 式 是 一 
个 大 于 零 的 实数 , 称 为 矢量 的 模 方 , 记 作 

1xjl2 三 (zw) (5) 
模 方 的 正平 方 根 称 为 矢量 的 模 (norm), 又 称 矢量 的 长 度 (length)， 
记 为 上 4, 即 


bzll = (un) = (SHE (6) 


模 为 一 的 矢量 称 为 归 一 化 矢量 。 
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53. 矢量 的 正 交 归 一 集 
如 果 两 个 矢量 和 wv 的 内 积 为 零 , 即 
(u,v) 一 0 (7) 
我 们 就 说 这 两 矢量 正 交 (orthogonal). 
如 果 所 有 矢量 m,zzyxw,… 人 第 此 正 交 , 而 每 一 个 矢量 又 归 一 化 
为 单位 长 度 , 则 这 些 矢量 的 集合 {4,4w2,w，…} 称 为 正 交 归 一 集 
(orthonormal set) , 即 如 果 
(wj) 一 后 (8) 
则 矢量 的 集合 {m,w,w…}) 是 正 交 归 一 集 . 在 笛 卡 儿 空间 中 ,三 个 
单位 矢量 集 {ei} 构 成 一 个 正 交 归 一 集 . 


4. 模 的 几 个 性 质 
下 面 我 们 介绍 模 的 几 个 性 质 : 
(1) #1 宇 0, 当 且 仅 当 w=0 时 xl =0 (9) 
这 个 性 质 根据 (5) 式 和 (1) 式 中 第 三 式 容易 证 明 . 
C2) ell=lel 2 (10) 
这 个 性 质 根据 (5) 式 和 (1) 式 中 第 二 式 即 可 证 明 : 

外 ex 外 = Cau,aw)Y? = Caraly,u))Y? 

一 jel ull 

(3) 贝 塞 尔 (Bessel) 不 等 式 


如 果 {u,u，… ,wm} 是 内 积 空 间 中 的 任意 有 限 的 正 交 归 一 集 ,u 
是 任 一 矢量 , 则 有 


lal? > lal? (11) 
jel 
其 中 m= (Wu) (12) 
并 且 矢 量 w DE Dy am (13) 
i 


与 每 一 个 必 正 交 , 即 (w ,w) 二 0. 
5 证 明 ) 首 先 证 明定 理 的 第 一 部 分 , 即 不 等 式 (11) 式 ， 
o<lwv l= (,w) 
= — Pam 一 Do) 
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一 GD 一 Do (wo 一 DY) 十 Da us) 
5 7 加 

一 由 zj: 一 > ou 一 > aoy 十 Dor ar iy 
1! [5] 

=]al?— Dlal— Dlol:+ Blal? 
5 7 7 


= lal?*— 2 lal? 
由 此 即 可 得 (11) 式 ,其 中 我 们 用 了 GQw,w) 二 65. 下 面 证 明定 理 的 第 
二 部 分 : . 
Co = — Dam) 
=(wy) 一 Dy Gun) 
一 (yu) ”一 Dos 
一 只 —a=0 (14) 
(4) 许 瓦尔 效 不 等 式 (Schwarz’s ineguality 
如 果 4,v 是 内 积 空间 的 矢量 , 则 
ie 入 el (15) 
5 证 明 ] 如 v=0, 则 上 式 两 边 为 零 , 如 果 "天 0,， 则 单位 矢量 v/ 
lv 组 成 正 交 归 一 集 ,利用 贝 塞 尔 不 等 式 有 


也 


(p< ll 

即 To el? 

故 有 Tseois Hel ol 
(5) 三 角形 不 等 式 , 
Hatol < lal+ ol 《16) 


证明] 因为 对 于 任意 复数 ,有 Rea 和 lel. 现 取 z+v 的 模 方 
tv ll?: 
zt+vll?=G tv 9) 
=|al?+ Gv) + Cw) + vll? 
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一 外 xj: 十 (Coo) 十 (so 十 下 1: 
注意 到 (up) 十 Cust)" = 2Relu,v) 
Rea < lal 
以 及 许 瓦尔 效 不 等 式 , 则 
z+vl?= vl? 2Re(w,v) 十 和 
lul?+2|l,7)| + rl? 
ilu?+2lal :lvl + hvll? 
“一 (xl + lvll > 
由 此 可 得 lat+vl < lal + vl 


§3 和 希 尔 伯 特 空间 


1. 柯 西 序列 
若 我 们 能 使 每 一 正 整数 " 联系 于 一 数 c,( 一 般 是 复数 ), 则 称 
这 些 数 cvczycs,…,c,… 组 成 一 无 穷 序 列 ,或 者 简单 地 说 ,组 成 一 
序列 . 
如 果 对 于 每 一 正 实数 :, 无 论 它 怎么 小 ,都 存在 一 个 有 限 的 正 
整数 ,使 得 对 每 一 整数 二 N ,都 有 
lo 一 az|<s (1) 
则 称 序列 01,c2，… 5,6，…… 收 但 于 6, 或 说 序列 是 收敛 的 (convergent) ， 
并 以 c 为 极限 dimit). 
如 果 对 于 每 一 正 实数 6, 无 论 它 怎样 小 ,我 们 都 可 以 找到 一 个 
正 整数 ,使 得 对 任意 两 个 整数 x 二 N 和 m>N, 都 有 
lc 一 co| < (2) 
. 则 称 序列 ocz,… ,c,，… 为 柯 西 序列 (Cauchy sequence). 
收敛 序列 ,因而 也 是 柯 西 序列 的 例子 : 
(8) 序 列 二 去, 言 ,… ,二 ,…, 它 的 极限 为 一 0. 


9 11 13 


(CD) 通 项 为 “一 2 十 二 的 实数 序列 7, 了 ,号 ,于 


5)/n,…， 它 的 极限 为 二 2. 
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,3, 忆 (2n 汪 


(ec) 序列 1.9,1.99,1. 999,…, 它 的 根 极为 c=2 
(四 通 项 为 一 人 二 马上 in Co- 到 的 复数 序列， 它 的 极限 为 。 


以 下 的 序列 是 发 散 的 (divergent) : 
(a) 通 项 是 6。 二 (p>>1) 的 序列 . 
《b) 正 整数 序列 1 ,2,3,…,n,…. 
尽管 在 上 面 的 讨论 中 ,我 们 是 针对 ( 实 或 复 ) 数 定义 序列 的 ,但 
应 该 很 清楚 ,不 难 把 这 个 概念 推广 到 任意 对 象 的 序列 ,只 要 它们 具 
有 同样 的 性 质 .这 样 ,我 们 就 可 以 说 二 维 或 三 维 空间 中 矢量 的 序 
列 ,n 维 空间 中 数组 的 序列 ,等 等 . 当然 ,在 每 种 情况 下 , 当 研 究 
它们 的 收敛 性 时 ,都 必须 适当 地 解释 |6 一 c1 和 |c. 一 ca|. 下面 以 
数组 序列 为 例 说 明之 ,因为 所 有 别 的 例子 都 可 以 作为 它 的 特殊 情 
况 得 出 ， 
考虑 所 有 ”数组 ( 实 的 或 复 的 ) 的 矢量 空间 中 的 元 素 序列 
wD ,wD ,49 ,… 其 中 
au = (a , a, a) (3) 
如 果 对 每 一 正 实数 "都 存在 正 整数 WN ,使 得 对 任意 两 个 整数 t>W 
和 mW ,都 有 
lso —u®| <e (4) 
即 he 一 wf 四 | 过 ee， 对 所 有 111i (5) 
则 称 序列 w 吕 ,uw 中 ，… ,wu 中 ,… 为 柯 西 序列 
同样 ,如 果 对 于 每 一 正 实数 :, 我 们 能 够 找到 一 -个 正 整数 V， 
使 得 对 所 有 整数 m> ,都 有 
lu 一 xz 一。 (6) 
即 la 一 ml 过 se， 对 所 有 1<i<n (7) 
则 称 序列 4 中 ,wv 中,… ,uz 中,… 收 敛 于 极限 4 寺 (aso,*… ,a,). 
2. 希 尔 伯 特 空间 
现在 我 们 来 定义 希 尔 伯 特 空间 . 
考虑 内 积 空间 工 如 果 属 于 工 的 元 素 的 每 一 个 柯 西 序列 都 有 
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一 极限 属于 工 , 则 称 空间 工 是 完备 的 . 一 个 完备 的 复 内 积 空间 称 
为 希 尔 伯 特 空间 . 
希 尔 伯 特 空间 的 例子 和 反例 都 很 容易 构造 .上 面 讨论 的 所 有 
内 积 空间 , 除 所 有 有 理 数 > 数组 的 矢量 空间 (包括 * 一 ! 的 特殊 情 
襄 , 即 全 部 有 理 数 的 集合 ) 外 ,全 都 是 希 尔 伯 特 空间 , 所 有 有 理 数 的 
空间 是 不 完备 的 ,因为 我 们 可 以 构造 此 空间 中 的 一 个 柯 西 序列 其 
极限 是 无 理 数 ,不 属 此 空间 . 例如 ,2 的 平方 根 的 诸 近似 值 的 序列 
1. 414,1. 4142,1. 4T421,1, 414213,…, 它 是 一 个 柯 西 序列 ,但 其 极 
限 ~/ 2 不 属于 有 理 数 的 集合 . 类 似 的 讨论 表明 ,所 有 有 理 数 4 数组 
的 集合 不 是 希 尔 伯 特 空间 . 
下 面 我 们 将 一 般 地 讨论 希 尔 伯 特 空间 . 我 们 把 维 ( 维 数 在 稍 
后 定义 ) 希 尔 伯 特 空间 记 作 怀 . 尽管 在 现代 纯粹 物理 和 数学 中 ,不 
应 单 掌 画图 列表 来 理解 所 讨论 的 内 容 ,但 通过 某 些 特殊 的 二 维 或 
三 维 例子 弄 清 概念 仍 是 可 取 的 . 现 将 某 些 重要 概念 和 性 质 列举 如 
下 . 
(1) 线 性 无 关 
在 通常 的 三 维 位 置 矢量 空间 中 ,我们 需要 三 个 轴 的 集合 ,此 空 
间 中 任 一 点 的 位 置 可 由 沿 这 些 轴 测 定 的 三 个 坐标 所 确定 . 类 似 地 ， 
在 ” 维 矢量 空 间 中 ,我 们 需要 ”个 “独立 的 ”矢量 nyrz，…,m 的 集 
合 来 “ 张 成 ?整个 空间 (to“span”the whole space). 
若 两 个 矢量 7; 和 7; 中 的 一 个 矢量 不 是 男 一 个 矢量 的 常数 倍 ， 
即 不 可 能 找到 一 个 数 c, 使 得 7 二 or;, 则 称 它们 是 彼此 线性 无 关 的 
` (linearly independent). 习惯 上 说 和 ” 不 是 相互 “平行 ”的 矢量 . 
一 般 地 , 当 且 仅 当 


Ser, 一 0 (8) 
1 1 


仅 对 所 有 的 数 @=0(1<i<m) 时 才 成 立 , 则 称 ,的 m 个 矢量 构成 
一 线性 无 关 的 矢量 集合 . 换言之 ,m 个 线性 无 关 的 矢量 集中 没有 一 
个 矢量 可 以 表 成 其 余 (m 一 1) 个 矢量 的 线性 组 合 (linear 
combination). 
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检验 矢量 集 的 线性 无 关 性 的 一 个 简单 方法 是 构造 它们 相互 间 
的 标 积 行列 式 (determinant) 
(riri) risr2) 《ri73) … (riyra) 
r= rapry T2972) T2973) … T2970) 
rasT1) (rn72) (77s3) … TasTm) 
通常 称 为 格 兰 姆 (Gram) 行 列 式 .如 果 有 = 0, 则 矢量 之 一 可 以 表 成 
其 余 (m 一 1) 个 矢量 的 线性 组 合 ,因而 诸 矢量 线性 相关 (linearly 
dependent); 反 之 ,如 果 T 尖 0, 则 诸 矢量 线 性 无 关 ， 
(2) 空间 的 维 数 
矢量 空间 的 维 数 (dimension) 是 空间 中 线性 无 关 的 矢量 最 大 个 
数 ,或 者 是 张 成 全 空间 的 线性 无 关 的 矢量 的 个 数 ,也 就 是 空间 中 完 
全 集 所 含 矢量 的 个 数 . 例如 ,在 普通 的 三 维 位 置 矢量 空间 中 ,我 们 
最 多 能 找到 三 个 线性 无 关 的 矢量 , 张 成 空间 所 需要 的 最 少 的 线性 
无 关 矢量 的 个 数 就 是 3. 
(3) 完 备 集 
在 一 个 a 维 完备 矢量 空间 或 希 尔 伯 特 空间 中 ,a 个 线性 无 关 
的 矢量 集 称 为 5, 中 完备 集 ,此 空间 中 的 每 一 个 矢量 都 能 表 为 这 个 
完备 集 的 线性 组 合 , 即 空间 中 每 一 个 矢量 都 可 写成 如 下 形式 


:= Sr (9) 
bl 


其 中 是 复数 . 

车 在 中 选取 * 个 相互 独立 的 矢量 (t<w), 则 称 之 为 ,中 
的 不 完备 集 ; 显 然 ,它们 不 足以 张 成 全 空间 . 另 一 方面 , 若 在 工 ,在 
选 出 多 于 4 个 的 矢量 , 则 它们 组 成 一 个 超 完备 集 或 过 剩 集 . 这 些 矢 
量 不 可 能 全 部 线性 无 关 ,可 以 找到 至 少 两 个 非 零 数 a, 使得? 


@ 此 结论 是 对 "全 为 非 零 矢量 的 情况 而 言 的 . 车 允许 "中 有 等 矢 量 时 , 则 可 以 只 
有 一 个 非 零 系数 
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> or,= 0, m>n (10) 


i=1 


(4) 基 矢 

一 个 维和 撩 量 空间 可 以 有 许多 组 完全 集 . 任 一 个 完全 集 , 或 任 
一 组 个 线性 无 关 的 矢量 就 称 为 此 空间 的 基 (basis) ,这 些 矢量 称 
为 基 矢 (basis vectors), 显然 , 基 的 选择 不 是 唯一 的 ,有 无 穷 多 种 选 
择 方法 . 

I 中 任 一 矢量 可 按 基 矢 7; 的 完备 集 展开 


4 一 om (11) 


其 中 是 w 沿 "的 分 量 , 也 称 为 的 健 立 叶 系 数 (Fourier 
coefficients), 而 (11) 式 则 称 为 传 立 叶 展开 式 (Fourier expansion), 当 
(11) 式 成 立 , 即 当 {7;} 是 完备 集 时 ,空间 ,可 由 基 矢 张 成 . 
现在 我 们 来 选 定 空间 L, 中 矢量 模 的 单位 (通俗 地 说 ,矢量 “长 
度 ” 的 单位 ). 具有 单位 模 的 矢量 称 为 单位 矢量 或 归 一 化 矢量 . 我 们 
往往 选取 由 五 中 的 单位 矢量 e1,ez,…,e, 构成 的 基 , 而 不 采用 任意 
长 度 的 基 矢 构成 的 基 , 
为 了 方便 和 为 了 代数 运算 更 简单 ,我们 选 一 个 由 正 交 基 矢 构 
成 的 完备 集 ,这 并 不 损害 普遍 性 . 对 通常 的 三 维 空间 ,这 意味 着 选 
取 笛 卡 儿 坐标 轴 而 不 选 斜 坐标 轴 . 若 e; 是 正 交 归 一 起 和 撩 , 则 有 
(eiyeji) = 0 (12) 
其 中 5 是 由 下 式 给 出 的 Kronecker 符号 : 
“= {0 et (13) 
(5) 两 矢量 的 标 积 
利用 正 交 归 一 基 矢 ,两 矢量 
= 2 了 一 21pa 


i=1 


的 标 积 可 表 为 


(u,v) (Doe Spe) 
i=1 j=1 
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一 > Ze 
= DD 4 
= Dap (14) 
由 此 可 得 到 矢量 的 模 方 
1 xj? 一 (oz 一 3 (15) 


《6 空间 的 直 和 “。 子 空间 

现在 我 们 来 介绍 两 个 或 多 个 空间 的 直 和 的 概念 . 

考虑 具有 基 矢 (el,es,…,e,) 的 w 维 矢量 空间 五 和 具有 基 矢 
(az yz) 的 和 维 矢量 空间 Ze, 只 要 两 个 空间 除 零 矢量 外 别 无 
公共 矢量 , 直 和 空间 (direct-sum space)Z 就 是 由 4g=m 十 4 个 基 矢 
(ei,e2，… sensitsiz，,… , 记 ) 所 确定 的 矢量 空间 . 这 些 基 矢 可 以 改写 作 
4 个 矢量 (如,…,b). 车 Ls 和 工 ,都 是 完备 空间 , 则 L 也 是 完备 
空间 . 

于 是 ,中 任 一 矢量 4 可 以 展 成 下 式 


了 
4 一 pe (16) 


其 中 a 是 数 . 

作为 一 个 简单 的 例子 ,考虑 基 矢 为 (:,y) 的 二 维 矢量 空间 ( 平 
面 ) 与 基 矢 为 (z) 的 一 维 矢量 空间 (直线 ) ,此 直线 不 在 该 平面 内 . 若 
两 空间 具有 公共 的 零 元 , 则 直 和 空间 就 是 基 矢 为 (z,y,z) 的 三 维 空 
间 ， 

反之 ,常常 把 一 个 空间 分 解 为 若干 个 子 空间 (subspace) 之 和 . 
设 空间 忆 具 有 正 交 归 一 基 {e),t 一 1,2,…，a, 有 可 能 选取 {e} 的 子 
和 集 (subset) 构 成 一 个 矢量 空间 五, 其 中 这 12,…,m<a, 称 症 为 工 
的 子 空间 . 原来 的 空间 工 相 对 于 它 的 子 空间 来 说 ,有 时 为 了 方便 
称 它 为 大 空间 , 显然 , 子 空间 的 维 数 小 于 或 等 于 大 空间 的 维 数 ; 当 
两 者 相等 时 , 子 空间 就 是 大 空间 本 身 . 在 {e} 中 除了 构成 子 空间 姜 
的 基 矢 外 , 剩 下 的 基 矢 构成 男 一 子 空间 L2, 称 为 子 空间 冯 的 正 交 

39 


互补 (orthogonal complement) 空 间 ,常常 写作 
L=+Li; (17) 

子 空间 六 中 任 一 矢量 同 其 正 交 补 空间 zz 中 的 任 一 矢量 都 是 正 交 
的 .一 个 子 空间 同 它 的 正 交 补 空间 只 有 一 个 公共 元 素 , 那 就 是 零 矢 
量 .大 空间 中 任 一 矢量 可 表 为 子 空间 5 中 一 个 确定 的 矢量 与 其 正 
交 补 空间 中 一 个 确定 矢量 之 和 ,而 且 这 种 表示 是 唯一 的 . 

〈7) 空 间 的 直 积 

最 后 我 们 讨论 两 个 空间 的 直 积 (direct product or Kronecker 
product), 再 考虑 上 面 定 义 的 两 个 空间 L 和 L。 直 积 空间 (direct 
product space) 是 由 ?一 am 个 基 矢 (etiyelizy，…yeliayezi yezie my 
exit,"… ein) 所 确定 的 ? 维 空间 .车 把 所 得 的 基 矢 重新 编号 为 
《4442,… 4) ， 则 和 前 面 一 样 , 当 和 L。 是 完备 空间 时 ,它们 构成 
工 ,中 的 一 个 完备 集 , 于 是 , 任 一 矢量 vEL, 可 表 为 


2 
v= Dp (18) 


j=l 


$4 左 矢 空间 和 右 矢 空间 


前 述 内 积 空 间 的 定义 可 知 ,两 个 矢量 w 和 wv 的 内 积 (w,v) 是 与 
uw 的 次 序 有 关 的 , 即 一 般 说 来 (u,v) 关 (v,w). 而且， 同一 矢量 , 作 
为 内 积 的 前 因子 和 后 因子 ,其 地 位 是 不 同 的 . 事实 上 ,内 积 对 于 后 
因子 是 线性 的 , 即 

(uav 十 bw) = a(u,v) 十 blu,w) 
而 内 积 对 于 前 因子 则 是 反 线性 的 ( 反 线性 的 定义 见 $ 6), 即 
(au 十 bv,w) = a* (uw) + b* (v,1w) 

犹 喇 克 发 现 , 如 果 在 记 法 上 一 直 保 持 一 个 矢量 的 前 因子 或 后 因子 
的 身分 ,将 会 有 很 多 方便 之 处 .于 是 ,他 把 作为 内 积 后 因子 的 4 记 
作 |w) ,把 作为 前 因子 的 4 记 作 (w|, 后 来 发 展 成 为 |w 和 (uw|.w 和 。 
的 内 积 Cw,v) 则 记 作 《w1v). 

为 此 ,必须 重新 作 一 些 定义 . 
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我 们 把 按 8$ 1(2) 式 定义 的 矢量 空间 称 为 右 矢 空间 ,矢量 称 为 
右 矢 或 刃 (keb), 用 | ,ju 表示, 零 右 矢 用 10) 表 示 . 

我 们 再 建立 一 个 矢量 空间 ,其 中 每 个 矢量 都 同 右 矢 空间 中 的 
矢量 有 一 一 对 应 关系 . 这 个 新 的 空间 称 为 左 矢 空 间 ,矢量 称 为 左 矢 
或 刁 (bra), 用 (zu| 表 示 与 右 矢 lw 相应 的 左 失 ,《"| 与 | 相对 应 :. 将 
与 10 相应 的 左 矢 (0| 称 为 零 左 矢 . 

我 们 规定 ,不 同 种 类 的 矢量 之 间 , 即 右 矢 和 左 矢 之 间 , 没 有 相 
加 的 运算 ;相同 种 类 的 和 失 量 之 间 , 即 右 矢 与 右 矢 之 间或 左 矢 与 左 矢 
之 间 , 没 有 内 积 的 运算 ,而 在 一 个 左 矢 与 一 个 右 矢 之 间 定 义 一 个 内 
积 运算 . 

对 应 于 8 2(1) 式 的 内 积 运算 ,我 们 规定 一 种 确定 的 对 应 方法 ， 
使 一 个 左 矢 Cu| 与 一 个 右 矢 1v) 总 有 一 个 复数 c 与 之 对 应 ,这 种 对 
应 称 为 (w| 与 1v) 的 内 积 , 记 作 

(wlv)=¢ (1) 

具有 如 下 性 质 : 

wlv) = (vlv)* 

wlau + bv) = alwlv) + blwlv) (2) 

《ulv) 之 0， 当 且 仅 当 js》 = 10) 时 等 式 成 立 
有 时 我 们 说 两 个 右 矢 lw 和 jw? 的 内 积 ,是 指 与 | 相应 的 左 矢 (ul| 
与 右 矢 |v) 的 内 积 (uw|v). 同样 ,我 们 说 两 个 右 和 撩 |w)、1v) 正 交 , 是 指 
(ulv)=0. 

在 作 了 上 述 改 变 之 后 , 便 从 一 个 单一 的 空间 发 展 到 两 个 互 为 
对 偶 的 空间 (dual spaces). 前 面 讨论 过 的 各 种 关系 ,都 可 以 改写 成 
右 矢 或 左 矢 的 形式 . 

可 以 证 明 ， 

中 车 lo) = 12) 十 |v) } 
则 Cw| =(u| 十 (2| 

(ii) 《culv) = ec* (ulv) (4) 
这 是 因为 


(3) 


《culv) =Cv|ou)* = (vlu) "eo =e* (ulv) 
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(ii) 与 右 矢 
leu) 一 clay》 
相对 应 的 左 矢 是 (cu| 一 c" (ul } > 
5 证明] 根据 (4) 式 
(culv) = ce* (wlv) 
由 此 得 {(ou| 一 oa) 一 0 
上 式 对 任意 右 矢 1v) 均 成 立 , 故 得 
cul —e*s|=0 


即 《ou| 一 "4 
85 函数 空间 


1. 函 数 空 间 
考虑 所 有 连续 的 ,平方 可 积 ”*(square integrable)C 的 函数 集合 
《f,95,h,…), 这 些 函 数 是 区 间 (a,58) 上 一 个 独立 变量 z 的 函数 . 两 个 
函数 相等 的 定义 如 下 : 当 且 仅 当 区 间 (a,8) 上 的 所 有 z 值 都 有 f(z) 
=g(z) 时 ,两 个 函数 了 和 9 在 区 间 (a,8) 上 相等 ,并 记 作 f=y. 
参照 8 1 矢量 空间 的 定义 ,如 果 我 们 定义 两 个 函数 的 加 法 及 
函数 的 数 冬 如 下 : 
(f+ 9)(z) =f(z) + g(z) (1a) 
(cf)(z) 一 cf(z) (1b) 
则 孟 数 的 集合 (f,g,%,…) 是 域 上 的 一 个 矢量 空间 .(1a) 式 称 为 
两 个 函数 的 逐 点 加 法 运算 . 
以 函数 为 元 素 的 矢量 空间 也 叫做 函数 空间 (function space). 
车 所 考虑 的 函数 是 实 的 , 则 我 们 得 到 一 个 实数 域 上 的 矢量 空 
间 ; 若 它们 是 复 的 , 则 我 们 得 到 一 个 复数 域 上 的 矢量 空间 . 在 这 两 
种 情况 下 , 零 元 都 是 对 (a,3) 上 所 有 z 值 恒 等 于 零 的 函数 ,而 函数 
f 的 逆 元 是 函数 一 f: 


@ 车 酉 数 的 模 有 限 , 则 称 函 数 是 平方 可 积 的 ‘ 
42 


(一 用 (Ga) =— f(z) (2) 
即 函 数 一 f 在 点 z 的 值 是 z 点 处 了 值 的 负 值 . 
作为 一 个 具体 例子 ,考虑 z 的 以 21 为 周期 的 连续 的 平方 可 积 
的 偶 周期 函数 (even periodic function) 的 全 体 所 成 的 集合 {f(z)}， 
即 亦 满足 下 列 关系 的 函数 的 集合 
f(z+ 2D = f(z) } 
f.(— 7) 一 了 (z) 
一 般 说 来 ,我 们 允许 此 集合 包含 复 值 函数 . 此 集合 中 两 函数 的 和 仍 
是 连续 的 平方 可 积 的 以 2 为 周期 的 偶 函 数 ,因而 仍 属于 该 集合 . 
此 外 ,(1b) 式 定义 的 乘 以 复数 运算 满足 条 件 8 1(2) 式 . 由 此 得 出 ， 
集合 {f.(z)} 是 一 个 矢量 空间 , 记 作 工 .. 此 空间 中 任 一 函数 可 展 成 
熟知 的 傅立叶 余弦 级 数 (Fourier cosine series) ; 
f(z) = B® 廊 “ 宇 (4) 
函数 -so 只 (0<n<om) 组 成 的 无 穷 集合 ,显然 是 该 空间 的 一 
个 正 交 归 一 基 , 因 为 其 中 的 函数 满足 关系 


【4 Barz 
a cos cos 了 dz = bm (5) 
一 上 


上 式 中 zx 和 和 不 同时 为 零 . 上 面 考虑 的 矢量 空间 是 可 数 无 穷 维 
的 . 
函数 空间 的 对 偶 空 间 也 是 同一 域 上 的 矢量 空间 , 它 由 函数 
集合 (a,8,c,…) 构 成 ,其 矢量 与 二 的 矢量 一 一 对 应 , 故 对 偶 空 间 
也 是 可 数 无 穷 维 的 . 构成 此 对 侦 空 间 的 矢量 a(x) 就 是 (4) 式 中 的 
系数 , 它 可 由 健 立 叶 反 演 得 出 
ao) = | ze DY A 


Vi /! 


2 ” 1 TOT 
a0) = | )d 
现 考虑 所 有 连续 的 、 平 方 可 积 的 以 2 为 周期 的 奇 周 期 函数 
(odd periodic function) 的 集合 {f,(z)} , 亦 即 满足 下 列 关 系 的 函数 的 
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(3) 


(4') 


。 2D=f 
folz + 20) 7 ) (6) 


了 (一 z) =— f(z) 
象 上 面 讨 论 过 的 偶 周 期 函数 的 集合 {f(z))} 是 一 个 矢量 空间 王 一 
样 ,(6) 式 定义 的 奇 周期 函数 的 集合 {f(z)} 也 是 一 个 矢量 空间 , 记 
作 L. 工 的 任 一 函数 pz) 可 展 成 熟知 的 传 立 叶 正弦 级 数 (Fourier 


sine series): 
2 Sa) Lm 
9g(z) pA GD) im 7 (7) 
函数 in (1<n<co) 的 无 穷 集 合 可 以 选 作 此 空间 的 正 交 归 
一 基 , 因 为 其 中 的 函数 满足 关系 


1 
引 sin sin dz = bm (8) 
一 人 


同样 ,L 空间 也 是 可 数 无 穷 的 . 

工 的 对 侦 空间 是 所 有 函数 (a,8,y,…) 的 集合 ,也 是 同一 域 上 
的 矢量 空间 ,其 中 每 一 元 素 是 L, 中 某 一 元 素 的 传 立 叶 变 换 . 

以 上 各 节 所 建立 的 概念 都 适用 于 函数 空间 , 这 是 由 于 , 象 在 第 
一 章 针对 群 所 强调 的 那样 ,矢量 空间 的 数学 定义 与 其 元 素 的 具体 
人 性质 无 关 . 这 使 我 们 可 以 用 同一 抽象 的 方法 处 理 不 同 的 矢量 空间 ， 

2. 内 积 空间 

只 要 我 们 使 任意 两 个 函数 对 应 于 一 个 数 并 满足 条 件 ; 2(1) 
式 ,就 可 以 把 函数 空间 构造 成 内 积 空间 . 为 此 ,定义 两 个 函数 的 内 
积 为 


(9) = yr (z)g(z)dz 09) 


上 式 积 分 区 域 是 空间 中 各 函数 的 定义 域 Ca,5b). 函数 了 的 模 上 | 
由 下 式 给 出 : 


17lz= 0, = [lr le (10) 


3. 柯 西 序列 与 希 尔 伯 特 空间 
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为 了 对 物理 学 家 有 用 ,内 积 空间 必须 又 是 完备 的 . 一 个 完备 的 
空间 , 即 在 其 中 不 存在 函数 的 柯 西 序列 趋 于 空间 之 外 的 极限 . 

函数 的 柯 西 序列 定义 如 下 : 称 单 变量 = 的 函数 序列 有,f,…， 
下,… 是 Ca,5J 上 的 柯 西 序列 ,其 意义 是 : 若 对 每 一 正 实数 * 都 能 找 
到 正 整 数 入 ,使 得 对 所 有 的 整数 s>Y 和 和 >N ,都 有 


Hf 一 fl <e (11) 
即 Mis -fcoldz<， (12) 
用 类 似 的 方法 ,我 们 可 以 定义 收敛 序列 及 其 极限 , 由 此 便 可 得 

出 函数 的 希 尔 伯 特 空间 的 定义 . 


4. 函数 空间 的 直 和 
因为 对 所 有 z 值 恒 等 于 零 的 函数 既是 奇 函 数 又 是 偶 函数 , 故 
它 是 工 . 和 工 这 两 个 空间 的 公共 “ 零 ” 元 . 除 此 之 外 , 工 ,和 工 没 有 别 
的 公共 元 豪 , 这 样 我 们 就 可 以 取 这 两 个 函数 空间 的 直 和 了 . 于 是 ， 
我们 得 到 一 个 以 2 为 周期 的 全 部 周期 函数 的 空间 . 这 个 空间 中 的 
函数 的 传 立 叶 展 开 是 


f(z) = yo = 


< Vi 1 
ew - 才 e 罕 (13) 
这 个 空间 的 基 矢 显然 是 正 交 归 一 化 的 . 因为 除了 (5) 式 和 (8) 式 外 ， 
它们 还 满足 
并 一 0 (14) 
上 式 对 所 有 的 和 亚都 成 立 . 
空间 LL, 及 它们 的 直 和 都 是 可 数 先 穷 维 的 . 


可 以 把 本 节 的 概念 推广 到 多 于 一 个 变量 的 函数 . 
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86 算 符 


上 面 介绍 了 希 尔 伯 特 空间 的 概念 ,现在 转 而 讨论 在 此 空间 上 
运算 的 算 符 . 线 福 空 间 工 中 的 线性 变换 (linear transformation) 可 由 
一 个 线性 算 符 了 确定 . 此 算 符 作用 于 wEL, 给 出 仍 属于 工 的 矢量 
v， 即 

Tu=v， 其 中 vEL (1) 
我 们 称 此 算 符 定义 在 空间 工 上 ,也 说 空间 工 在 了 作用 下 是 封闭 
的 ， 
对 于 函数 空间 , 设 任意 函数 fEL, 则 有 


Tf(z) = 一 9(z)， 其 中 yg EL (2) 
式 中 自 变数 (argument)z 代表 工 中 函数 所 依赖 的 变量 的 集合 . 
1. 线 性 算 符 
对 于 空间 工 中 的 任意 函数 了 和 9, 若 都 有 
Tcf + dy) = oTf + dTg (3) 


则 称 算 符 了 为 线性 算 符 (linear operator), 其 中 c。 和 a 是 定义 工 的 
域 中 的 任意 数 . 


2. 反 线性 算 符 
车 
Tlcf + dg) = oc"Tf + dTy (4) 
则 称 7 为 反 线性 算 符 (antilinear operator). 这 种 算 符 的 一 个 明显 例 
子 是 取 复数 共 元 的 算 符 K: 
Kf 一 下 (5) 
于 是 有 Klcf) 一 of 一 coK 了 (6) 


显然 ,上 式 满足 (4) 式 , 故 K 是 反 线性 算 符 . 
在 量子 力学 中 出 现 的 算 符 , 绝 大 多 数 都 是 线性 算 符 . 以 后 如 果 
没有 特别 申明 ,都 是 指 线性 算 符 ,并 且 往 往 省 略 “ 线 性 "二 字 . 
5. 基 矢 的 变换 ， 算 符 的 矩阵 表示 
因为 矢量 空间 怀 中 一 切 矢量 都 是 由 基 矢 挝 加 而 成 的 ,所 以 ， 
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要 知道 一 个 线性 算 符 了 对 空间 中 任 一 函数 的 作用 ,只 须知 道 它 对 
世 的 基 矢 ( 基 函 数 ) 的 作用 就 足够 了 . 这 样 , 当 算 符 了 作用 于 一 基 
矢 w(z) 时 ,所 得 到 的 是 ,中 的 某 个 函数 ,比如 是 gy(z), 可 以 把 它 
展 成 原 基 矢 的 线性 组 合 : 


Tpi(z) = H(z) = Sn) 
j=l 
但 是 ,明显 地 ,系数 7; 应 与 原 基 矢 9 的 指标 i 有关, 因此 ,将 7; 表 


为 ?zx 是 合理 的 .于 是 
H(z) 一 ?9x(Cz) 


一 Dp, i= 1,2," (7) 


上 式 代表 一 个 线性 方程 组 ,i 的 每 一 个 值 对 应 于 其 中 一 个 线性 方 
程 . 全 部 基 矢 的 变换 便 由 对 个 系数 2 由 此 可 得 出 另 一 组 基 
矢 {gCz)}). 
利用 基 矢 函数 的 正 交 归 一 性 

(wm(z)，pj(z)) 一 而 (8) 

可 求 出 Ti 事实 上 ， 
(9 8) = (pTp) 
一 (ph Tp) 


= 2)Ts(9,,9) 
» 


一 >)Tu6x 

=T;. (9) 
我 们 称 ?为 算 符 了 在 基 矢 gp;(z) 和 yg(z) 之 间 的 矩阵 元 . 可 见 , 矩 
阵 元 7 是 两 基 矢 pj(z) 和 7p(z) 的 标 积 (pi(z),Tp:(z)), 也 就 是 算 
符 了 作用 于 pi(z) 所 得 矢量 ?gp:(z) 沿 w(z) 方 向 的 投影 . 

系数 7 的 集合 可 组 成 一 矩阵 (matrix)7,7; 就 是 7 的 第 j 行 第 
i 列 矩 阵 元 .注意 到 ;一 1,2,…,a,j 一 1,2,…5a, 和 矩阵 (7 加 二 7 实际 
上 是 有 # 阶 方 阵 
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1 Tha Ty 
Ta Tr … Ta 
T= (10) 
1 TD 
称 为 算 符 了 对 基 {g《z)} 的 一 个 矩阵 表示 .于 是 (7) 式 可 表示 为 抵 
阵 形式 (matrix form ) : 


La Tu Ty 2 Ta) (nn 
中 要 Tn 7Tz … To 全 (CD 
pp Ta Tea … Tal 和 

相 涵 数 的 变换 


现在 我 们 来 讨论 函数 (矢量 ) 的 变换 (2) 式 . 利用 系数 7;, 可 以 
将 (2) 式 表 为 更 明显 的 形式 . 将 函数 f(z) 和 9(z) 按 基 函 数 mw(z) 展 
开 : 


fG) = Dpiz) 


j=l 
5 = Dams) 
j=1 
将 上 式 代入 (2) 式 并 利用 (7) 式 得 
> ai(z) = yepilz) 
j=1 i=l 


tiel f=l 
= 2){ 2 T0917) 
的 日 
从 而 得 到 
dj= Se j= 1,2,° sn (12) 
tl] 


式 中 4 和 如是 函数 f(z) 和 g(z) 对 同一 基 wm(z) 的 分 量 , 它 们 之 间 
也 是 通过 系数 7; 按 (12) 式 联系 起 来 . 
〈12) 式 也 可 表 为 拖 阵 形式 : 
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Tuc 
” Ty] fa Ee 
» Ta| lc 加 DT 
. 一 i=】 


Te) le, 


Snes 
i=1 


(13) 


值得 注意 ,(7) 和 《12) 两 式 均 出 现 变换 系数 7;, 但 前 者 对 第 一 
个 下 标 求 和 ,后 者 对 第 二 个 下 标 求 和 , (11) 式 中 的 窍 阵 是 (13) 式 中 
矩阵 的 转 置 (transpose).(7) 式 是 变换 后 的 基 矢 与 原 基 矢 之 间 的 联 
系 ,而 (12) 式 是 变换 后 的 任意 矢量 与 原 矢 量 在 同一 基 ( 原 来 的 基 ) 


上 的 分 量 之 间 的 联系 . 
最 后 ,如果 我 们 引入 列 矢量 (column vecter) 


dl fc 


ad, 人 
则 (13) 式 可 用 和 矩阵 符号 表 成 
g=7f 


87 算 符 的 运算 


1. 算 符 相等 
两 算 符 S 和 了 如 果 对 空间 中 任意 的 函数 了 (z) 均 有 
Sf(z) = Tf(z) 
则 称 此 两 算 符 相等 , 记 为 
8 一 了 
2. 算 符 相 加 
如 果 对 空间 中 任意 函数 f(z) 均 有 


(14) 


(15) 


(1) 
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UFf(z) 一 Sf(z) 十 Tf(z) 


一 (S 十 了 )f(z) (2) 
则 称 算 符 8 和 了 相 加 的 结果 是 算 符 V. 记 为 
U 一 S 十 了 
5. 算 符 相 乘 
若 对 空间 中 任意 函数 f(z) 均 有 
Uf(z) = S(TfF(z)) = (ST)f (7) (3) 
则 称 算 符 8 和 了 相 乘 的 结果 是 算 符 U. 记 为 
UVU= S7 


算 符 相 乘 的 运算 代表 连续 施行 两 个 变换 ,首先 是 了 变换 ,然后 是 8 
变换 . 应 该 注意 ,这 两 个 变换 的 先后 次 序 不 一 定 可 对 调 , 即 ST 和 
TS 可 能 引起 不 同 的 效果 . 因此 ,一般 说 来 ,ST 天 7S. 如 果 


STf(z) 一 TSf(z) (4) 
则 称 算 符 S 和 7 可 对 易 (commutative》 
ST 一 TS 

而 (S,7T) = ST—7S8 (5) 


则 称 为 两 算 符 8 和 卫 的 对 易 子 (commutator), 显然 ,如 果 两 算 符 8 
和 了 对 易 , 则 有 
(S§,T) 三 ST— TS=0 (6) 
现在 我 们 来 求 算 符 乘积 的 矩阵 元 , 设 
Sqs(z) 一 Sort 


Toi(z) = Temp) 
于 是 STo;(z) =5 2 Typ?) 
= 2 Tusm(s) 
= > > TSap:Cs) 


= 2 {2SaTs) gz) 
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另 一 方面 ， ST9i(z) = 2) (ST)sp:(7) 


比较 上 面 两 式 可 得 (ST)y = >1Sa7u (7) 
4. 逆 算 符 、 
在 矢量 空间 工 中 给 定 了 算 符 7, 则 有 
Tf(z) = 9(z) (8) 
若 存 在 一 个 算 符 7-1, 满 足 | 
Tiglz) = f(z) (9) 


则 称 7-! 是 算 符 T 了 的 逆 算 符 (inverse operator). 显然 , 逆 算 符 了 一: 满 
足 
TI-1 一 2- 世 一 胃 (10) 
式 中 卫 是 恒 等 算 符 或 单位 算 符 , 它 在 任何 正 交 归 一 基 中 用 对 角 的 
单位 矩阵 表示 : 
By= 6 (11) 


1 0 
或 B= 1 (12) 
0 
1 
值得 注意 ,不 是 所 有 算 符 都 有 它 的 道 算 符 , 由 (10) 式 可 求 得 
Cu 一 (13) 
式 中 detT 是 由 7 的 矩阵 元 组 成 的 行列 式 
Vi Te i Eh 
Ta Tx we T» 
detz 一 | ， (14) 
Ta Ta … Te 


《对 无 限 维 空间 ,行列 式 必须 用 Fredgalm 行列 式 代 蔡 ), 由 (13) 式 
可 知 , 仅 当 算 符 7 的 矩阵 行列 式 不 为 零 时 逆 算 符 才 存 在 ; 换 句 话 
说 ,仅仅 非 奇 异 算 符 (nonsingular operator) 才 有 逆 算 符 . 
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容易 证 明 


(ST)-! = T-1S-! (15) 
5. 相似 变换 
假定 算 符 了 变换 f(z) 为 9(z), 即 
Tf(z) = g(z) (16) 
如 果 另 一 算 符 8 把 f(z) 变 为 所 (z), 把 g(z) 变 为 go (z), 即 
Sf(z) = f'(z) (17) 
Sg(z) 一 9 (2) (18) 
那么 ,把 尹 (z)? 变 为 9 (z) 的 算 符 开 是 什么 呢 ? 即 要 求 
Tf' (zs) = yg'(z) (19) 
中 7'=? 
我 们 注意 到 


gy'(z) = Sg(z) = STf(z) = STS-1f’ (z) 
与 (19) 式 比较 得 到 
T' = STS-! (20) 
这 一 关系 在 数学 上 称 为 相似 变换 (similarity transformation ). 

我 们 把 尹 (z) ,yg' (z) 称 为 变换 后 的 函数 , 则 称 算 符 7' 为 变换 后 
的 算 符 . 

算 符 的 变换 是 一 个 重要 的 概 
念 .我 们 借助 于 图 2-1 作 直 观 说 
明 . 

更 一 般 地 , 算 符 8 可 以 看 作 
是 从 空间 工 到 空间 的 变换 ,使 
得 f'(z),g'(z) 和 7T' 都 在 空间 
中 . 


6. 表象 变换 
在 这 一 小 节 , 我 们 要 强调 抽象 的 复 矢量 空间 的 几何 与 普通 欧 
几 里 得 空间 的 九 何 之 闻 的 相似 性 . 矢量 空间 中 的 表象 对 应 于 欧 几 
里 得 空间 中 的 坐标 系 . 正 象 我 们 研究 解析 几何 中 的 坐标 系 转动 那 
样 ,我们 必须 考虑 在 矢量 空间 中 从 一 个 表象 到 另 一 个 表象 的 变换 ， 
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即 从 一 个 基 变 换 到 另 一 个 基 时 ,矢量 和 算 符 如 何 变换 . 
我 们 用 不 带 撤 的 基 {g} 表 示 旧 的 基 , 用 带 撤 的 基 {g!} 表 示 新 的 
基 . 新 的 基 矢 可 借助 于 旧 基 矢 展开 为 


= D309; (21) 

任 一 矢量 了 用 旧 基 和 新 基 分 别 展开 为 
f = Dap (22) 
f= Dd (23) 


式 中 a 和 a 分 别 是 矢量 了 在 旧 基 撩 外 和 新 基 矢 内 上 的 分 量 , 将 
(21) 式 代入 (23) 式 得 


f= e270 =— Dy Sri; 
日 加 


与 (22) 式 比较 得 
gy = DS, j= 1,2,%n (24) 
了 
或 写成 矩阵 形式 
a Sn Sa 人 a 
bi = |， Sz Sa 人 (25) 
a a Se "Sul \a, 
a a 
车 引入 a= | ,d= | (26) 
a a 
Su Sz S, 
Ba Sr «0 85, 
5 a 22 2 (27) 
1 Ss 5 
则 (25) 式 简 写成 a = Sa (28) 
或 af = S-!a (29) 
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上 两 式 是 同一 个 矢量 在 新 、 旧 基 上 的 分 量 a 和 a 之 间 的 联系 , 称 
为 矢量 了 从 旧 基 到 新 基 的 变换 式 ,或 从 原 表象 到 新 表象 的 变换 式 . 

现在 确定 算 符 7 在 旧 表 和 象 和 新 表象 中 的 矩阵 了 和 7' 之 间 的 
联系 .对 新 基 , 和 矩阵 元 为 25, 对 旧 基 ,矩阵 元 为 75. 一 方面 


由 一 TU 一 2 = > 2 TSsm 
= 》) Su04mr (30) 
另 一 方面 79 -7 5am 2 Srm 
2 Ds 一 2 2 TS (31) 


比较 (30) 和 (31) 两 式 得 

Ds = Tvss 
即 (8ST' Du = (了 TS) (32) 
其 矩阵 关系 为 ST' = TS 
或 T' = S-ITS (33) 
上 式 就 是 算 符 7 的 表示 (和 矩阵) 从 原 表象 变换 到 新 表象 的 变换 式 ， 
也 是 由 基 的 变换 导致 的 算 符 卫 的 相似 变换 . 

相似 变换 不 改变 矩阵 的 迹 (trace or spur) : 
Trz = Tr(S-TS) (34) 


事实 上 ,利用 迹 的 公式 
Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB) 


便 得 到 Tr(S-ITS) = Tr (SS-IT) = Tr?. 
相似 变换 亦 不 改变 算 符 的 矩阵 行列 式 ((14) 式 定义 ) 
detT = det(S~TS) (35) 


事实 上 ,利用 行列 式 公式 
det(ABC) 一 det4ddetFBdetC 


1 
= 
det4 Zea 


便 有 det (3-278) =detS—!detTdetS 
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dm 


t= 二 是 | 


一 detS-ldetSdetT 
一 detT 
由 上 面 可 得 出 结论 : 甜 阵 的 迹 和 和 矩阵 行列 式 是 算 符 的 两 个 不 
变量 (invariants) ,它们 的 值 与 基 的 选择 无 关 . 


88 厄 密 算 符 和 么 正 算 竺 


1. 厄 密 共 斩 算 符 和 转 置 算 符 
若 算 符 4 和 了 满足 关系 
(f,49) 一 (Bf,9) (DD 
则 称 4.B 互 为 厄 密 共 轰 (Hermitian conjugate) ,或 称 4、B 互 为 伴 算 
符 (adjoint operator), 记 作 


At=B, A= B+ (2) 
令 f= Dom 9 一 > ip 
利用 {gj) 的 正 交 竹 ,(1) 式 可 变 为 
Best = Dat: @ 


5 可 
上 式 对 工 中 任意 的 了 和 9 均 成 立 , 即 对 任意 的 和 也 均 成 立 , 从 
而 得 到 


局 一 本 (4) 
当空 间 工 是 实 空间 时 ,(2) 和 (4) 式 化 为 
A=B, A=B, hy= By (5) 


这 时 称 4、8 是 互 为 转 置 矩 阵 (transpose matrix). 
注意 到 (2) 式 ,也 可 以 把 (1) 式 写成 
(f,4+g) 一 (4f,g)， 或 (4+ fg) 一 (f,49) (6) 
则 称 算 符 4+ 为 算 符 4 的 厄 密 共 因 算 符 或 伴 算 符 , 此 时 ,(4) 改 为 
(41)y = (4 (7) 
可 以 证 明 (AB)+= B+ 4+ (8) 
事实 上 ,由 (6) 式 有 
(f,ABg) = ((A4B)+ f,9) 
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另 一 方面 ， (f ,4Bg) = (4+ f,Bg) = (B+ A+ f,g) 
比较 以 上 两 式 便 得 到 (8) 式 . 
2. 厄 密 算 符 
若 算 符 了 是 其 自身 的 厄 密 共 配 (伴随 ) 算 符 , 则 称 为 厄 密 算 符 


(Hermition operator) 或 自 伴 算 符 (self-adjoint operator) ; 


4+ 一 4 (9) 

即 当 (6) 式 变 成 (Ff ,hg) = (Af,9) (10) 
时 ,4 是 厄 密 的 .这 时 (7) 式 变 成 

4 一 名 (11) 

这 正 是 厄 密 矩 阵 ( 与 自身 的 厄 密 共 驾 相 等 的 抢 阵 ?的 定义 ,可 写作 

4 一 4 一 (A)* = A" (12) 


可 见 , 在 线性 空间 中 , 厄 密 算 符 由 厄 密 矩阵 表示 . 
当 工 是 实 空间 时 ,(9) 式 可 化 为 
有 一 4 (13) 
(11) 式 化 为 hy = As (14) 
此 时 4 为 对 称 和 矩阵 (symmetric matrix)， 
5. 么 正 算 符 和 正 交 算 符 
如 果 算 符 U 满足 
UU+=UtU=BE (15) 
或 Ut= UV-! (16) 
则 称 了 是 么 正 算 符 (unitary operator) , 式 中 8 是 恒 等 算 符 . 若 空间 
工 是 实 的 , 则 (15) 式 化 为 
SS=SS=BE (17) 
此 时 ,5S 叫 正 交 算 符 (orthogonal operator). 和 是 3 的 转 置 算 符 ， 
么 正 算 符 在 矢量 空间 中 由 一 组 基 矢 变换 到 另 一 组 基 矢 时 起 重 
要 的 作用 . 
如 果 原 基 矢 {w(z))} 是 正 交 归 一 的 , 则 在 么 正 算 符 作用 下 , 变 
换 后 的 基 矢 {Upi(z)} 也 是 正 交 归 一 的 . 事实 上 ， 
Ug U9;) = (po Ut Ug = (p97) = 的 (18) 
其 中 用 了 么 正 条 件 (15) 式 及 正 交 归 一 化 条 件 § 6(8) 式 . 
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怀 如 夫 而 必 坏 关 


过 有 过 111 


反之 ,如 果 原 基 矢 {%(z)} 和 变换 后 的 基 矢 {Zm(z)} 都 是 正 交 
归 一 的 , 则 变换 算 符 7 必 是 么 正 算 符 . 事实 上 ,由 8 6(7) 式 及 
(p397) = (07900951) 一 人 


立即 可 推出 UV 具有 如 下 性 质 : 
Soso, = 6n 
2 1 和 jb<n 《19a) 
ldetw| = 1 (19c) 


这 正 是 么 正 甜 阵 的 条 件 , 即 所 有 的 行 ( 列 ) 互 相 正 交 且 是 归 一 化 的 . 
用 和 矩阵 记 法 ,上 式 可 简写 作 
UU+= U+D 一再 
或 Ut+= U-1 
把 一 正 交 归 一 基 变 为 另 一 正 交 归 一 基 的 变换 称 为 么 正 变换 
Cunitary transformation) ,相应 的 算 符 是 么 正 算 符 U. 因此 ,对 于 从 
一 正 交 归 一 基 变 为 另 一 正 交 归 一 基 的 表象 变换 ,变换 式 8 7(33) 中 
的 5S 应 改 为 U0, 于 是 87(33) 式 改写 成 
T= UU (20) 
或 Tr=UtTU, (+ 一 0 (21) 
这 就 是 么 正 的 相似 变换 . 我 们 可 以 把 么 正 的 相似 变换 叫做 “坐标 轴 
的 转动 ”, 或 基 矢 的 转动 . 
我 们 也 可 以 把 算 符 变 换 公式 8$ 7(20) 式 改写 成 
一 DTU-: 一 ITD+ (22) 
并 看 作 是 基 不 动 而 算 符 “ 转 动 ” 
么 正 变换 具有 重要 的 性 质 , 它 保持 空间 工 中 两 矢量 的 标 积 不 
变 , 也 不 改变 矢量 的 模 . 事实 上 , 设 f(z) 和 9(z) 是 工 中 任意 两 个 矢 
量 , 而 忌 是 么 正 算 符 , 则 有 
UfUg) = (FU+ Vg) 一 (ff9) (23) 
车 令 f 一 9, 则 得 
上 zf 有 2 一 (COf) = Gf) 一 用 了 外? (24) 
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由 (24) 式 可 见 , 对 矢量 的 么 正 变换 只 改变 矢量 所 在 空间 工 中 的 取 
向 ,不 改变 矢量 的 模 , 可 看 作 是 矢量 的 转动 . 

上 述 结果 有 二 维 空间 中 可 得 
到 简单 的 物理 解释 .在 图 2-2 中 ， 
我 们 画 出 了 四 个 矢量 f,9,Vf 和 
Z ,假定 避 是 绕 垂 直 于 纸 面 的 轴 
逆 时 针 转 4 角 . 对 于 此 图 的 特殊 
情况 ,(23) 式 是 很 明显 的 . 

往 后 我 们 将 主要 地 关心 那些 
保持 空间 工 的 欧 几 里 得 性 质 ( 例 图 2-2 
如 矢量 的 模 和 两 矢量 的 标 积 不 变 ) 的 变换 . 旋转 .反射 和 反 演 是 此 
类 变换 的 明显 例子 . 


89 投影 算 符 


1. 投影 算 符 
投影 算 符 (projection operator) 是 一 个 重要 的 算 符 , 它 作 用 于 矢 
量 wE ,给 出 4 沿 某 一 给 定 基 矢 上 的 投影 . 投影 算 符 可 写作 
P= ele, ) (1) 
式 中 的 记号 表示 与 P; 所 作用 的 矢量 取 标 积 . 因此 
Pa =ei(ei,u) = eil€i, > ap) 


了 
一 ea > ai(eei) 一 @ Dass = ae; (2) 
上 式 表示 4 沿 。 的 投影 | 
值得 注意 ,P; 是 线性 算 符 , 也 是 厄 密 算 符 , 但 不 是 么 正 算 符 . 
若 我 们 把 算 符 P; 再 次 作用 于 (2) 式 所 得 的 矢量 we, 显然 所 得 
到 的 仍 是 同一 矢量 ae, 即 
Pi(Pa) = PCaei) = ap; = Pa (3) 
因为 上 式 对 所 有 wE ,都 成 立 , 所 以 ,可 写成 算 符 的 形式 
P=P; (4) 
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上 式 是 投影 算 符 的 一 个 重要 性 质 , 称 为 它 的 等 者 性 (idempotent 
property). 事实 上 ,作用 于 希 尔 伯 特 空间 五 上 的 满足 等 式 P?=P 
〈 即 Pu 二 Py, 对 所 有 的 uwEL,) 的 任 一 算 符 P 都 称 为 投影 算 符 , 对 
(2) 式 求 和 容易 证 明 
DPi=8 (5) 
式 中 如是 恒 等 算 符 . 
为 了 今后 应 用 方便 ,我 们 用 狄 喇 克 记 号 来 表示 投影 算 符 . 设 右 


矢 空间 的 基 矢 是 {le)?}, 左 矢 空间 的 基 矢 是 {(e|), 定 义 投影 算 符 
为 


P; = |e)《eil (6) 
P, 作 用 到 任意 右 矢 |$) 上 ,得 
Pi|¥) = |ei) (eily) (7) 


可 以 把 式 中 (el|%) 看 作 是 一 个 内 积 , 它 就 是 矢量 |%) 在 基 矢 |a? 上 的 
投影 . 由 (7) 式 我 们 可 看 出 P; 就 是 投向 基 矢 |e) 的 投影 算 符 ,其 意 
义 与 (2) 式 相同 . 等 矫 性 也 容易 证 明 , 因 为 
P? = PP;= le) (ele) le| = |e) le| = P; (8) 
2. 完 全 性 关系 
现在 我 们 来 求 投影 算 符 的 一 个 重要 性 质 , 即 所 谓 完全 性 关系 . 
设 4 维 矢量 空间 世 的 正 交 归 一 基 矢 是 {lea?}, 则 任 一 右 矢 |%》 
可 用 这 组 基 矢 展开 : 


lp 一 3 leya; (9) 
为 求 展开 式 中 的 系数 w, 作 标 积 
(ejl%g》 一 2 (eile)a = Doim = a (10) 
将 上 式 代入 (9) 式 得 。 | 
1%》 一 习 we (11) 


式 中 (ey) 是 展开 系数 . 我 们 可 以 把 式 中 的 7 |e (es| 看 作 是 作用 
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到 1%)? 上 的 算 符 , 由 于 上 式 对 任何 右 矢 19 都 成 立 ( 只 要 {|e)} 是 正 
交 归 一 基 ), 于 是 得 到 


入 lookel = G2) 
式 中 也是 恒 等 算 符 . 上 式 可 以 理解 为 向 整个 矢量 空间 投影 的 投影 


算 符 22P, 因 此 ,任何 矢量 投影 之 后 都 不 会 发 生 改 变 . 

因为 上 式 是 以 {1e)} 的 完备 性 为 前 提 的 , 故 称 为 完全 性 关系 
Ccompleteness relation). 它 在 计算 中 非常 有 用 . 例如 可 以 在 两 个 矢 
量 的 内 积 人 y|) 中 间 插入 一 个 恒 等 算 符 ,利用 完全 性 关系 (12) 式 便 
有 

(v1%) = (yp|BIy) 
一 六 人 let (13) 

这 就 是 狄 喇 克 记 号 表示 的 Parseval 恒等式 . 


$10 本 征 值 问题 


1. 算 符 的 本 征 值 
我 们 已 经 讨论 过 算 符 对 基 函 数 的 作用 ， 
了 wx; 一 Tip i= 1,2,n (1) 


基 函 数 集 {w} 的 选择 不 是 唯一 的 , 正 因为 如 此 ,我 们 可 以 选择 工 中 
一 组 正 交 归 一 的 基 函 数 { 扩 } ,使 等 式 (1) 尽 可 能 简化 . 很 明显 ,最 简 
单 的 非 平庸 情况 是 (1) 式 右 端 只 有 第 ;项 不 为 零 , 于 是 

Th = Tag = tp (2) 
式 中 4 二 Ts. 满足 (2) 式 的 非 零 矢量 称 作 算 符 7 对 应 于 本 征 值 
Ceigenvalue)# 的 本 征 矢 (eigenvector) 或 本 征 函 数 (eigenfunction). 求 
作用 在 希 尔 伯 特 空间 上 的 某 个 算 符 的 本 征 值 和 本 征 函数 的 问题 ， 
通常 称 为 本 征 值 问题 (eigenvalue problem) ,而 方程 (2) 式 常 称 为 本 
征 值 方程 (eigenvalue equation ), 

60 


诸 本 征 值 不 必 各 不 相同 ,也 就 是 说 ,两 个 或 更 多 的 本 征 矢 可 对 
应 于 同一 本 征 值 . 此 时 , 称 这 种 本 征 矢 是 简 并 的 (degenerate). 简 并 
的 本 征 矢 所 张 子 空间 中 每 一 矢量 均 可 表 为 简 并 本 征 矢 的 线性 组 合 
I= 22alw), 并 且 


Ty) 一 人 Dal$) 
一 27e2 |y) 
= DJatly) 


一 上 Duly) = tl$) 


属于 同一 本 征 值 的 全 部 独立 的 本 征 矢 集 ,构成 本 征 子 空间 , 本 征 子 
空间 的 维 数 称 为 本 征 值 的 简 并 度 (degeneracy); 换 句 话说 ,本 征 值 
的 简 并 度 就 是 属于 该 本 征 值 的 独立 的 本 征 矢 的 个 数 . 

是 否 每 个 算 符 都 有 本 征 值 和 本 征 矢 ? 若 矢量 空间 工 定义 在 实 
数 域 上 , 则 作用 在 工 上 的 每 个 算 符 未 必 都 有 本 征 值 和 本 征 矢 . 例 
如 ,考虑 位 置 矢量 的 实 二 维 空间 中 旋转 90* 的 操作 ,这 个 算 符 就 没 
有 本 征 矢 ,因为 在 此 空间 中 没有 一 个 非 零 矢量 旋转 90" 后 变 为 自 
己 的 实数 倍 . 

然而 , 若 工 是 一 复数 域 上 的 线性 空间 , 则 每 个 算 符 都 有 本 征 ， 
值 和 本 征 矢 . 如 果 每 个 本 征 值 出 现 " 次 就 算 几 个 本 征 值 , 则 本 征 值 
的 个 数 正好 等 于 空间 工 的 维 数 . 

一 个 算 符 的 本 征 值 的 集合 称 为 算 符 的 本 征 值 谱 (spectrum) ,或 
简称 为 它 的 谱 . 

现在 我 们 来 证 明 , 在 复 空间 中 , 厄 密 算 符 的 本 征 值 是 实数 . 设 
4 是 厄 密 算 符 ,%(z) 是 它 的 任 一 本 征 矢 ,a 为 相应 的 本 征 值 ,本 征 方 
程 为 

49%(z) = ay(7) (3) 
作 内 积 
(p,AY) = (p,ap) = aly,p) (4) 
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因为 4 是 厄 密 算 符 , 注 意 到 § 8(10) 式 ,有 
($,A¥) = (Ayg,¥) = a* ($$) (5) 
比较 (4) 和 (5) 两 式 得 
(a—a’)(¥,») 一 0 (6) 
注意 到 % 基 0, (罗纹 天 0, 故 得 
a=a" (7) 
即 证 明了 厄 密 算 符 的 本 征 值 是 实数 , 因为 物理 上 可 观察 量 都 是 实 
数 , 故 在 量子 力学 中 表示 可 观察 量 的 算 符 都 是 厄 密 算 符 . 
在 量子 力学 中 ,定义 (%,4y) 为 算 符 4 的 期 望 值 (expectation 
value). 由 以 上 证 明 可 以 看 出 , 厄 密 算 符 4 的 期 望 值 也 是 实数 . 
此 外 ,可 以 证 明 , 么 正 算 符 的 本 征 值 的 绝对 值 为 1. 设 0 为 么 
正 算 符 ,%(z) 为 它 的 任 一 本 征 矢 ,* 为 相应 的 本 征 值 ,本 征 方程 为 
DY(z) 一 up(z) (8) 
注意 到 8$ 8(23) 式 有 
($$) = (Up,UY) = Cuysuy) = uru(p,p) 
由 于 (%,%) 天 0, 由 上 式 得 
4。*u% 一 1 
故 lz|=1 (9) 
可 以 证 明 , 么 正 的 相似 变换 不 改变 算 符 的 本 征 值 . 设 算 符 的 本 
征 值 是 ,本 征 方程 为 
Ty 二 秦 (10) 
作 么 正 的 相似 变换 
> =Uy 
TT =UVTU-! 
式 中 UV 为 么 正 算 符 .利用 以 上 两 式 和 (10) 式 ,有 
Ty =UVTU-! .Uy 
=UTY 
=Uiy 
=Wy=y (11) 
比较 (10) 式 和 (11) 式 可 知 , 么 正 的 相似 变换 不 改变 算 符 的 本 征 值 ， 
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即 算 符 了 与 UXV-: 具 有 相同 的 本 征 值 谱 ,但 是 它们 具有 不 同 的 本 
征 矢 » 和 Uy. 这 就 是 说 , 算 符 的 本 征 值 谱 是 算 符 的 内 豪 性 质 . 


2. 久 期 方程 
现在 我 们 来 讨论 如 何 求 算 符 的 本 征 值 . 
将 $= Da (12) 
代入 (10) 式 ,可 得 到 
Sw, 一 ti， 一 1 2 (13) 
j=1 
或 写成 矩阵 形式 : 
1 Tz TA {a al 
Ta Tz T» =L 区 (14) 
IT oe Tw \a, a 
(13) 式 可 化 为 
Dmg — ty = 0 ie (15) 


此 式 是 关于 a 的 齐 次 线性 方程 组 ,有 非 零 解 的 条 件 是 其 系数 行列 
式 为 零 : 
Tu 一 上 Ty 9 Th 
Ta 了 2z 一 万 a 
一 0 (16) 
on Tx ne 
即 
det(T — tb)=0 (17) 
此 式 称 为 久 期 方程 (secular equation) 或 特征 方程 (characteristic 
equation). 原则 上 本 征 值 可 由 解 此 方程 得 到 . 对 有 限 维 空间 , 久 期 
方程 是 一 个 i 的 # 阶 代数 方程 , 它 的 4 个 根 即 为 本 征 值 ,i==1,2， 
…,n. 车 出 现 重 根 ,相应 的 本 征 值 将 是 简 并 的 , 重 根 的 数目 就 是 简 
并 度 . 如果 无 穷 大, 即 对 无 限 维 空间 (大 多 数 物理 问题 中 实际 情 
襄 正 是 如 此 ) ,我 们 便 面临 一 个 解 无 穷 阶 行列 式 的 问题 . 然而 ,通常 
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我 们 只 对 算 符 本 征 值 谱 中 几 个 最 低 本 征 值 感 兴 趣 ,只 要 适当 地 选 
择 子 空间 ,就 可 以 近似 地 把 行列 式 化 简 为 一 个 新 的 有 限 阶 的 行列 
式 . 

一 旦 用 此 方法 确定 了 本 征 值 ,本 征 函数 就 不 难 求 出 ,只 要 将 本 
征 值 二 代入 (15) 式 , 便 可 确定 一 组 a;, 再 由 (12) 式 确定 $(z). 

3. 对 角 化 

由 (2) 式 可 以 看 出 ,车 不 用 原来 的 函数 集 {9;} 而 用 函数 集 { 办 } 
作为 空间 工 的 基 , 则 表示 算 符 7 的 矩阵 是 对 角 的 (diagonal). 


uw 0 
T= …， (18) 


且 对 角 元 率 就 是 算 符 的 本 征 值 . 因此 ,一 般 说 来 , 找 算 符 的 本 征 值 
等 价 于 找 一 个 适当 的 基 , 使 在 该 基 中 算 符 的 矩阵 是 对 角 矩 阵 . 换 名 
话说 ,就 是 进行 相似 变换 内 ,使 得 变换 后 的 和 = 一 Z-!IV 是 对 角 的 ， 
从 而 求 得 算 符 的 本 征 值 . 这 个 过 程 称 为 算 符 (矩阵 ?的 对 角 化 ,在 量 
子 理论 中 , 若 我 们 能 够 把 与 可 观察 量 对 应 的 算 符 的 矩阵 表示 对 角 
化 , 则 对 角 元 即 是 可 观察 量 可 能 的 测量 结果 . 从 线性 代数 中 知道 ， 
使 7 对 角 化 的 相似 变换 算 符 0 的 列 就 是 算 符 7 的 本 征 矢 ( 特 征 向 
量 ). 

厄 密 算 符 ( 或 么 正 算 符 ) 总 是 可 以 被 么 正 算 符 对 角 化 ( 么 正 的 
相似 变换 ). 相反 地 ,车 算 符 既 非 厄 密 的 ,也 非 么 正 的 , 则 不 可 能 找 
到 一 个 基 ,在 此 基 中 算 符 的 表示 是 对 角 的 .但 是 , 算 符 的 本 征 值 和 
本 征 矢 存在 ,因为 久 期 方程 总 是 有 解 的 ,例如 算 符 

0 
ld 


它 的 本 征 值 是 4 一 4 一 1 本 征 关 是 加 二 和 二 ( j ,但 它 不 能 被 对 角 


化 . 
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$11 本 征 矢 的 正 交 归 一 性 和 完全 性 


厄 密 算 符 (或 么 正 算 符 ) 的 本 征 矢 具 有 重要 的 性 质 : 它 们 互相 
正 交 并 且 能 够 归 一 化 ;空间 车 是 有 限 维 的 或 者 是 可 数 无 穷 维 
的 , 则 = 个 本 征 矢 一 定 是 线性 无 关 的 ,因而 它们 可 作为 一 组 基 矢 张 
开 空 间 ,空间 中 的 任何 矢量 都 可 用 这 些 基 矢 展开 . 
1. 本 征 矢 的 正 交 性 
首先 我 们 证 明 , 厄 密 算 符 或 么 正 算 符 属于 不 同 本 征 值 的 本 征 
矢 互相 正 交 , 设 
Al$) = ai|$) (1) 
(1) 若 4 是 厄 密 的 , 则 有 
CHIAIs) = Ap; | = ap | 次 》 
=a} (pb|$) = aj(D | 
式 中 利用 了 本 征 值 为 实数 的 条 件 a;=a}. 另 一 方面 ,我 们 有 
《 徊 14 三 《名 |45》 二 《为 |a 乾 》 
二 as( 罗 | 委 》 
比较 上 面 两 式 可 得 
a; 一 a (I$ = 0 
车 :a;, 则 得 
(bh) 一 0 (2) 
即 证 明了 厄 密 算 符 属于 不 同 本 征 值 的 本 征 矢 相 互 正 交 . 注意 到 本 
征 矢 的 归 一 化 条 件 
(IB) = 1 (3) 


于 是 ,本 征 矢 的 正 交 归 一 性 可 表 为 
《办 | 崔 》 一 65 (4) 


(2) 车 4 是 么 正 算 符 U, 根 据 $8(23) 式 我 们 有 
《 奉 | 罗 》 三 《0 家 |0 太 三 如 刀 《( 风 | 克 》 
注意 到 么 正 算 符 的 本 征 值 的 绝对 值 |w%|==1, 或 忆 w=1, 上 式 成 为 
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CAL 并 (站 | 


即 (1— 2) (ply) =0 


营 Wz9% 风 得 
(| = 0 
即 证 明了 么 正 算 符 属于 不 同 本 征 值 的 本 征 矢 相 互 正 交 . 
2. 本 征 矢 的 完全 性 
可 以 证 明 , 在 有 限 维 空间 中 , 厄 密 算 符 的 本 征 条 中 有 个 
是 线性 无 关 的 . 
设 厄 密 算 符 4 的 本 征 方程 为 
4|%)》 = aly) (5) 
又 设 空间 五 取 {w) 为 基 , 则 有 
[w= 2 lp (ply) = Zle) (6) 
式 中 及 一 (lm 是 展开 系数 ， 将 上 式 代入 (5) 起 便 得 到 
VA = ob i= 1,2,,n (7) 
j=l 
或 Dt po = 0, i= 1,2," (8) 


上 式 是 b 的 齐 次 线性 方程 组 ， 有 非 零 解 的 条 件 是 

det(4 一 aB) 一 0 (9) 
这 就 是 熟知 的 久 期 方程 , 它 是 关于 4 的 a 次 方程 ,有 个 根 . 若 每 
个 根 都 不 相同 ( 相 异 实 根 ), 则 将 各 个 根 代入 (8) 式 确定 5, 再 由 (6) 
式 确 定 对 应 的 本 征 矢 ,从 而 得 到 个 线性 无 关 的 本 征 矢 . 若 4 个 根 
中 有 些 重 根 ,例如 a; 是 + 重 根 (4 重 简 并 ), 则 “ 对 应 上 个 线性 无 关 
的 简 并 本 征 矢 ,它们 也 许 是 不 正 交 的 ,但 总 可 以 用 施 密 特 
(Schmidt) 正 交 归 一 化 方法 把 这 上 个 简 并 本 征 矢 重新 线性 组 合 得 到 
* 个 正 交 的 本 征 矢 . 因 此, 不论 本 征 值 有 无 简 并 ( 久 期 方程 有 无 重 
根 ),4 的 正 交 归 一 线性 无 关 的 本 征 矢 的 总 数 总 是 4 个 , 即 与 空间 
维 数 相 同 , 因此 可 以 把 这 个 线性 无 关 的 正 交 归 一 本 征 矢 作为 基 
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矢 , 张 成 空间 L. 这 样 ,空间 中 任 一 矢量 都 可 按 这 一 组 基 矢 
{1 路 )} 展 开 : 


17)》 一 >) 1% (If) (10) 
s 有 


后 密 算 符 本 征 和 的 这 种 性 质 , 称 为 本 征 和 的 完全 性 (completeness). 
完全 性 关系 为 


DI gl 一 1 (11) 
t=l 


以 上 是 有 限 维 空间 的 情形 , 对 于 可 数 ( 分 立 ) 的 无 限 维 空间 ,我 
们 直接 推广 有 限 维 空 间 的 结果 而 不 研究 因此 而 带 来 的 数学 问题 . 
在 这 样 的 空间 中 , 厄 密 算 符 通常 有 无 限 多 个 本 征 值 和 相应 的 无 限 
多 个 本 征 矢 . 车 将 本 征 矢 简 记 为 |i),i=1,2,…, 则 正 交 归 一 化 条 
件 表 为 
i) = 6 j= 2 (12) 
它们 可 以 作为 空间 的 一 组 正 交 归 一 的 基 矢 ,本 征 矢 的 完全 性 表 为 
[f= Df) (13) 
sl 


完全 性 关系 表 为 


oo 


Dl=1 (14) 


sm=l 


3. 连续 谱 情形 

在 量子 力学 中 ,还 有 一 些 厄 密 算 符 , 它 们 具有 连续 的 本 征 值 
谱 , 即 其 本 征 值 以 及 与 之 相应 的 线性 无 关 的 本 征 矢 的 数目 都 是 不 
可 数 的 无 限 大 ,因而 矢量 空间 是 不 可 数 无 限 维 的 . 

这 种 情况 当然 会 磁 到 更 多 的 数学 问题 ,我 们 不 去 讨论 这 些 数 
学 问题 ,只 是 把 分 立 无限 多 本 征 矢 的 情况 再 作 推 广 ,采取 最 简捷 的 
方法 引入 一 些 需要 的 关系 式 , 放 弃 数 学 严格 性 的 要 求 . 

设 卫 是 厄 密 算 符 , 它 有 连续 的 本 征 值 和 相应 的 本 征 矢 | 入 》, 本 
征 方程 为 

P12) = 和 2》 (15) 
我 们 把 本 征 矢 的 完全 性 作为 基本 出 发 点 .本 征 矢 的 完全 性 是 物理 
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上 的 一 个 基本 假设 ,在 数学 上 是 需要 证 明 的 . 

我 们 假定 , 任 一 归 一 化 的 矢量 |% 都 可 以 展开 为 这 一 组 连续 的 
本 征 矢 {1 2 } 的 选 加 . 由 于 这 些 本 征 矢 不 是 一 个 个 分 立 的 而 是 连续 
的 , 达 加 应 写成 积分 的 形式 


| 祥 铝 人 Po (16) 
上 式 对 任何 矢量 1») 均 成 立 , 所 以 这 一 组 本 征 矢 的 完全 性 关系 为 
[aa -1 (17) 


在 (16) 式 的 展开 中 ,(21%) 是 系数 , 即 矢量 | 煞 在 基 矢 1? 上 的 
分 量 , 它 是 一 个 的 连续 函数 ,可 写成 %(2), 现在 取 一 个 固定 的 本 
征 左 矢 (% | 同 (16) 式 两 端 作 内 积 , 得 


CW |) = [zol 
或 写成 
CW) = [ec 12)96% (18) 


式 中 %(% ) 是 函数 %2) 在 2 一 % 那 一 点 的 函数 值 . 把 此 式 同 6 函数 
的 定义 式 


f(zo) 一 [uac 一 zo) 了 (z) 


比较 ,可 见 应 有 
(12 一 60 一 2) (19) 

上 式 与 分 立 谱 的 正 交 归 一 化 条 件 (4) 式 和 (12) 式 对 应 . 

上 式 表 明 , 厄 密 算 符 4 属于 不 同 本 征 值 的 两 个 本 征 矢 |% 和 
1%) 是 正 交 的 ,但 每 一 个 本 征 矢 的 模 并 不 是 1, 也 不 能 乘 以 常数 归 
一 化 为 1, 而 是 无 限 大 . 这 一 点 在 物理 上 好 像 很 自然 ,但 在 数学 上 
却 带 来 颇 大 的 问题 . 这 种 模 为 无 限 大 的 矢量 不 属于 希 尔 伯 特 空间 ， 
因为 矢量 空间 的 定义 要 求 一 切 矢量 的 模 都 必须 存在 , 即 必 须 是 有 
限 的 . 幸好 这 种 连续 谱 的 本 征 矢 同 希 尔 伯 特 空间 的 任何 矢量 的 内 
积 都 是 有 限 的 ,使 得 问题 还 不 那么 严重 . 事实 上 ， 
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1= (|) =|a4(y12) (1) 
=[|aialo (20) 


由 此 可 看 出 ,每 一 个 12? 同 每 一 个 | 邹 的 内 积 都 是 有 限 的 ,是 平方 可 
积 的 . 在 物理 上 所 说 的 希 尔 伯 特 空间 是 把 上 述 那 种 模 为 无 限 大 ,但 
同 其 他 所 有 矢量 的 内 积 为 有 限 的 矢量 包括 了 进去 ,这 一 空间 比 数 
学 上 严格 定义 的 希 尔 伯 特 空间 要 大 一 些 . 在 量子 力学 中 还 会 遇 到 
这 种 情况 ,一 个 算 符 的 本 征 值 ,在 一 个 区 域内 是 分 立 的 ,在 另 一 区 
域内 则 是 连续 的 ,这 时 完全 性 关系 写成 


D+ lal) =1 C21) 
而 正 交 归 一 化 条 件 为 
(2 二 的 
人 1 一 50 一 %) | 
对 于 上 面 讨论 的 本 征 值 为 分 立 、 连 续 或 二 者 兼 有 的 情况 ,我们 
作 一 般 性 推导 时 往往 不 加 区 别 ; 有 时 写成 取 和 的 形式 ,有 时 写成 积 
分 的 形式 ,其 具体 含义 根据 本 征 值 的 分 立 或 连续 情况 对 公式 的 含 
义 作 相 应 的 理解 . 


(22) 


$12 矩阵 的 直 和 与 直 积 


1. 矩阵 的 直 和 
nh 阶 方 阵 4 三 (4) 与 阶 方 阵 B 二 CBy] 的 直 和 (direct sum) 为 
由 下 式 定 义 的 mw 十 n 阶 方 阵 C: 


ep 
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01 
Am Ams ee Ae 和 (1) 
‘By Bs: … B, 
0， 全 B2, Bz 


:BEB， Bs Bh 
式 中 0 和 0 分别 是 mw 行列 与 4 行 mw 列 零 矩 阵 ,符号 外 代表 直 
和 .这 一 概念 很 容易 推广 到 多 个 矩阵 的 直 和 . 例如 矩阵 


f gh 
i ls 
, 芒 坑 司 
的 直 和 是 下 面 的 六 阶 方 阵 : 
a:00000 
0ib ei:0 0 0 
0:d ei:0 0 0 
D= A®BOC= 0 (2) 
0002 7 
0 0 0il ma 


这 类 和 矩阵 ,在 沿 主 对 角 线 的 方块 中 有 非 零 元 素 而 在 其 余地 方 的 元 
素 为 零 , 称 为 分 块 对 角 拢 阵 . 它 有 如 下 重要 性 质 : 


detD = (detA) (detB) (detC) ~ (3) 
TrD = TrA++ TrB 十 TrC， (4) 
(hi Bi) (hs 四 了) = (442) 四 (B1B,) (5) 


其 中 4 和 4; 都 是 a 阶 方 阵 ,B 和 Bz 都 是 mm 阶 方 阵 . 
2. 矩阵 的 直 积 
工行 到 列 的 抢 阵 4 圭 (hw] 与 了 行 8 列 的 矩阵 B=[Bw] 的 直 
积 (direct product) 与 通常 的 矩阵 乘法 不 同 , 它 是 一 个 7(=ZP) 行 了 
(二 MQ) 列 的 矩阵 C: 
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AuB AzB ~ Au 


AnB AzB ~ AzwB 


c=4@8B= (6) 


nnB ArzB £ Arx 
其 中 “ 甜 阵 元 ”hmB 是 P 行 8 列 的 矩阵 
AmBl1 AmBls … 如 Be 


AmBa 4mB2 … AimB20 


AmB = (7) 


vdmBP AmBps … AiaB, 
将 (7) 式 代入 (6) 式 就 得 到 
pa 
AuBy AuBiz … AuBio AizBY £* AlzBio ** AiwBio 
AnBa AuBsz … AuBx AizBz ~ AlzBax … 4iwBzo 


AuBp! AuBre … AlBro AizBm ** AluzBrg … AiunBro 
42Bi 421Bl … 4zlBie AzBi **» AzBio **» AzuBio 


AuBe! AnBre * ArBro AvBrm '* AxBro … AzuBro 


AnBr ABrs … AnBro 4rzBpl … ArzBro … AruBpal 
(8) 

观察 (8) 式 可 见 ,C 的 行列 均 可 用 双 指 标 标记 , 即 
Co,m 一 4mBm (9) 
其 中 双 指 标 (lp) 记 C 的 行 , 双 指 标 (mg) 记 C 的 列 . 例如 行 的 双 指标 

邑 中 第 一 个 指标 是 4 的 行 ,第 二 个 指标 ?是 好 的 行 . 

“这 一 较为 复杂 的 记 法 可 通过 一 个 例子 弄 明 白 . 矩阵 
(1) (2) (3) 
A= (1)( a b 5 
(2) [ a e 
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(1) (2) 
(1) (4 r 
B= 
《2) | :| 
(3) 人 1 t 
(11) (12) (21) (22) (31) (32) 


(11) ah ar bh br ch cr 
(12) | 中 as bk bs ok cs 


的 直 积 是 6 阶 和 矩阵 


C=A@B= (13) | a at 4 bh [i ct 
(21) | oh dr eh er fh fr 
(22) | a ds ek es fs 


(23) al a el et fl ft 
注意 矩阵 C 的 行 和 列 标记 方式 不 同 .如 C 的 第 三 行 的 指标 是 (13) 
而 第 三 列 的 指标 是 (21). C 的 元 素 为 ,例如 
Cas = fh = hosB1 

与 (9) 式 一 致 

现在 我 们 重新 给 C 的 行 与 列 编号 ,分 别 使 行 和 列 的 双 指 标 与 
一 个 数字 等 同 , 即 

Up)>i (mg) 祈 j， 其 中 1<i<1I, 1<j<J 

这 样 便 得 到 行列 式 的 一 般 标记 法 


0 三 Co,m (10) 
在 一 般 情况 下 , 双 指 标 与 单 指标 可 以 这 样 等 同 起 来 , 令 
i=(l— DP+?r, j= (m— Do+g (11) 
如 此 就 有 
Com 05 = Caetr, ea-Dete (12) 


例如 上 例 中 Casa 一 Cu 而 到 正 是 矩阵 C 的 第 4 行 第 5 列 元 素 . 
直 积 的 概念 也 可 以 推广 到 多 个 矩阵 的 情形 .对 取 直 积 的 诸 答 
阵 的 阶 没 有 什么 限制 . 
和 矩阵 的 直 积 具 有 下 列 重要 性 质 : 
〈1) 求 直 积 对 矩阵 的 加 法 运算 满足 分 配 律 : 
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则 


4 四 (C+D 太 =4 因 C+4 因 D 
〈2) 求 矩阵 直 积 的 运算 满足 结合 律 : 
A@ (8 因 0) = UB OC 
(3) 如 BF 一 4C9BCQC… , 则 
TrF = (TrA) (TrB) (CTrC)… 
(4) (CQ Bi) (hs ® B2) = (44) @ (BiB2) 


(5) (4B) @ (4B) Q (4B) 
=(4B) ® ((4® 4) (B® 8B)) 
=(4® A®A)(BOBOB) 

(6) 若 方 阵 4 和 B 的 本 征 方程 为 


Az 一 jz， ‘By = py 
AB zB = hus OW 
例如 (15) 式 证 明 如 下 : 
Tip =Tr(4® B) = >)(4® Bs 
bd 


= > 4sB; = (TrA) (TrB) 


我 们 将 会 看 到 ,矩阵 直 和 与 直 积 的 概念 往 后 非常 有 用 . 


(13) 
(14) 
(15) 
(16) 


(17) 


(18) 
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第 三 章 ”有 限 群 的 表示 理论 


在 前 面 两 章 中 ,我 们 引入 了 两 个 数学 概念 一 一 群 和 希 尔 伯 特 
空间 .现在 我 们 要 把 这 两 个 概念 结合 起 来 并 考察 群 元 素 与 希 尔 伯 
特 空间 的 变换 ( 算 符 ) 之 何 的 联系 , 即 研究 群 的 表示 理论 . 虽然 数学 
家 往往 对 抽象 群 理论 的 形式 发 展 有 更 大 的 兴趣 ,物理 学 家 却 发 现 
群 的 表示 理论 在 量子 物理 和 其 他 物理 分 支 中 有 直接 的 应 用 . 本 章 
只 限于 研究 有 限 群 ,大 部 分 结果 对 无 限 群 情况 或 者 同样 成 立 ,或 者 
很 容易 修正 . 下 一 章 讨论 连续 群 及 其 表示 
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1 群 表示 的 定义 
设 G= {B,4,B,C,…)} 为 9 阶 群 . 
如 果 我 们 能 够 在 希 尔 伯 特 空间 工 中 找到 线性 算 符 的 集合 了 
二 4T(B8),T(4),T(B),T(C),…}, 具 有 如 下 的 性 质 : 
T(A)T(B) = T(AB) } 
T(E)=E 
就 是 说 , 若 在 群 G 中 存在 


(1) 


AB=0C (2) 
在 集合 了 中 存在 
T(4)T(B) = T(0) 
ei © 

就 称 算 符 集 合 7 构成 群 G 在 空间 工 的 一 个 “表示 ” 
(representation). 这 样 , 群 的 表示 就 是 群 元 素 4,B,C,… 分 别 到 希 尔 
伯 特 空间 工 的 算 符 T(4),T(B),T(C),… 的 “上 映 象 ”(mapping). 

如 果 算 符 T(E),T(4),T(B),… 与 群 元 素 B,4,B,… 之 间 存 在 
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一 一 对 应 关系 ( 同 构 对 应 ), 则 称 表示 7 是 群 6 的 忠实 表示 
(faithful representation). 这 时 , 算 符 集合 了 构成 空间 工 的 一 个 群 . 
所 以 ,也 可 以 说 ,与 群 9 同 构 的 算 符 群 7 了 是 G 在 空间 工 的 一 个 忠 
实 表示 . 

一 般 地 , 映 象 可 能 是 多 一 对 应 的 , 即 若干 个 群 元 素 被 同一 算 符 
对 应 ( 同 态 对 应 ), 则 称 表示 7 是 非 忠 实 的 (unfaithful). 如 果 所 有 
群 元 束 都 被 单位 算 符 ( 恒 等 算 符 )B 对 应 , 则 称 表 示 7 为 恒 等 表 示 . 
除 一 阶 群 外 , 便 等 表示 都 是 非 忠 实 表示 . 

在 非 忠实 表示 ( 同 态 对 应 ) 的 情况 下 , 算 符 集合 7 中 各 元 素 未 
必 全 不 相同 . 车 7 了 中 每 个 不 同 的 算 符 只 取 一 次 , 则 所 得 集合 是 一 
个 群 ,此 群 与 群 6 同 态 . 、 

上 面 讨 论 的 空间 工 称 为 表示 空间 (representation space). 我 们 将 
表示 空间 的 维 数 定义 为 表示 的 维 数 . 例如 表示 空间 的 维 数 为 +, 就 
说 表示 是 维 的 . 

2. 矩阵 表示 

实际 上 ,人 们 常常 用 相对 于 某 给 定 基 的 矩阵 来 表示 算 符 . 如 果 
在 空间 工 中 选取 {9)} (=1,2,3,…,a) 作 为 基 , 则 根据 第 二 章 86 
(7) 式 ,有 


TN)p = 2 TG); (4) 
ji 
式 中 矩阵 元 由 下 式 给 出 : 
Ti(A) = (9;,T7 (4h)9) (5) 


具有 和 矩阵 元 7:(4) 的 矩阵 [TC(4)] 就 是 算 符 T(4) 对 基 {9;} 的 一 个 
表示 . 对 群 的 每 一 个 元 素 , 都 有 相应 于 (4) 和 (5) 的 式 子 成 立 .于 是 ， 
具有 和 矩阵 元 Ta(B),T;(C),… 的 矩阵 [T(B)], [TCC)],… 就 分 别 是 
算 符 T(B),T(0),… 对 基 {gi} 的 一 个 表示 . 
今后 我 们 用 与 算 符 相同 的 符号 记 和 矩阵 . 可 以 证 明 , 矩阵 7(8)， 
T(4),7T(B),… 的 集合 7 了 构成 群 6G 的 一 个 矩阵 表示 (matrix 
representation) , 即 下 列 和 矩阵 方程 成 立 : 
T(4)T(B) = 7T (4B) (6) 
75 


事实 上 ， 
TATB)9; 一 全 (4) >) TiCB) 9 
j=l 
= >) OTT (Ap 
i » 
= DO TMTECB))p, 
和 了 


另 一 方面 ,根据 (1) 式 有 
T(A)T(B) 9p; =T(AB) 9p 


= PTs(AB)p, 
比较 上 面 两 式 得 
THAB) 一 >)TuC4)G(B) 
# 


=(T(A)T(B))s (7) 
其 矩阵 表示 式 就 是 (6) 式 .7 中 矩阵 的 阶 就 是 表示 的 维 数 . 
若 在 群 G 中 4B=0, 则 由 (6) 式 有 ， 
TTB) = TO) (6') 
车 BT(8) ,Ae>T(4),BeT(B),…, 即 矩阵 群 7 与 群 9 同 构 , 则 
表示 是 忠实 的 ;车 群 元 素 与 表示 和 矩阵 的 对 应 关系 是 多 对 一 的 , 则 表 
示 是 非 忠实 的 . 换 句 话说 ,车 一 个 群 的 全 部 元 素 的 表示 甜 阵 各 不 相 
同 , 则 这 些 矩 阵 的 集合 是 群 的 一 个 忠实 表示 ; 若 了 的 矩阵 并 非 各 
不 相同 , 则 表示 是 非 忠实 的 . 
每 个 群 至 少 有 一 个 忠实 表示 . 
10 [fo 1 ri 0 
ca 是 库 硬 ?= 人 站 史 [。 -省 ， 
OA 0 F100 [ro -nN fn 
oj lo -yto 起 Lo 中 } 是 co 本 
的 一 个 忠实 表示 . 
设 群 7 记 为 T=={B,7T(4),T(B),T(C),T(D),T(F), T(G),T 
(1)) ,其 乘法 表 容 易 构 造 如 下 . 
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T(4) 

若 群 C4 的 元 京 与 矩阵 群 了 的 元 豪 一 一 对 应 如 下 : 
BEE,Cr*T(A),Ci>T(B) ,Cle*T(C) } 
mT(D) ,mT(F), 0mrT(G) ,0 TH) 

则 矩阵 群 7 的 乘法 表 与 群 Ce 的 乘法 表 ( 见 第 一 章 表 4) 相 同 , 故 矩 

阵 群 了 与 Cu 群 同 构 , 即 了 是 C。 群 的 一 个 忠实 表示 ,是 二 维 表示 . 


(8) 


[ 例 2] 二 维 方 阵 . 
TB) 人 中 zCO = 人 一 ! | 
0 1 六 0 1 
1 -六 3 1 六 3 
2 2 2 2 
T(B)= ， T(0)= 
_~33 _1l 33 1| » 
加 2 2 2 
_1 | EAE 
2 2 3 2 
T(D)= ， T(F)= 
33 _l1 I\_Y3 -1 
2 2 E22 2 
(9) 


的 集合 构成 的 矩阵 群 了 是 置换 群 5 的 一 个 忠实 表示 . 
容易 构造 矩阵 群 卫 的 乘法 表 如 下 : 
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若 群 8 的 元 素 与 矩阵 群 了 的 元 素 一 一 对 应 如 下 : 
BesT(B), PT(A), PoeT(B) 
PirT(0), PsT(F), Pee*T(D) } 
则 矩阵 群 7 了 的 科 法 表 与 群 % 的 乘法 表 ( 见 第 一 章 表 6? 相 同 , 故 矩 
阵 群 了 与 群 8; 同 构 , 即 了 是 群 5: 的 一 个 忠实 表示 ,是 二 维 表示 . 
[ 例 引 例 2 给 出 的 二 维 方 阵 的 集合 也 是 群 六 的 一 个 二 维 的 忠 
实 表示 ,一 一 对 应 关系 为 : 
BT(E), BT(A), BT(B) } 
RT(O), RrT(D), RorT(F) 
〔 例 4] 求 群 5: 的 三 维 忠实 表示 
在 普通 三 维 空间 中 ,选取 e:,e, 和 e 为 基 矢 ,e: 垂直 纸 面 向 上 ， 


(10) 


(11) 


图 3-1 
群 元 素 D 是 绕 z 轴 逆 时 针 方 向 旋转 120°, 因 而 有 
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T(D)e: =e: 


(12) 


T(D)e, =e’ = e。 
根据 (5) 式 有 
Ti(D) = (ej,T(D)ei) 
注意 到 基 矢 的 正 交 归 一 化 条 件 (e;,e;) 二 ,于 是 得 


Tu(D) = (es7(D)e) = (ee, — 二 e: + 3e)= 一 良 


Ta(D) = (enT(D)e) = (en, — $e + So) = 


Ta(D) = (e,,T(D)e:) = 0 


TalD) = (eT(D)e) = (er 一 Se, — $0) =— 


Ta(D) = (enz(D)e) 一 一 


BI 


T32(D) = (€:,T(D)e,) = 0 
T1s(D) = (€:,T(D)e:) = (ee) 一 0 
Tz(D) = (0,,T(D)e:)=0 
Ts33(D) = (es,T(D)es) = 1 


_l1_ 1 
2 2 
从 而 得 到 TD)= |V3 1 
BE 
0 
相似 的 方法 和 步骤 可 求 其 余 矩 阵 ， 
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_1L va 
2 2 [Ee 0 0 | 
THD=| Vs 1 |,7W=10 1 01, 
人 [lo oy 
0 0 1 
1 1 val 
2 2 3 
T(B) = Es _1 ;T(0) = V3 0 » 
2 2 2 
0 0 -1 0 0 一 
rl 
T(E)=10 1 | 
0 了 ' 
(13) 
82 等 价 表示 


设 算 符 ZTCB),T(4),T(B)，… 集 合 了 是 群 G 在 空间 工 中 的 一 
个 表示 . 如 果 算 符 8 是 从 空间 工 到 相同 维 数 的 另 一 空间 乙 的 映 
射 , 则 根据 第 二 章 8$ 7(20) 式 有 
TI(A) = ST(A)S-! 
TB) = ST(B)S-! | (1) 
上 式 左 边 的 算 符 作 用 在 空间 上 ,并 且 它 们 的 集合 了 也 构成 群 G 
在 空间 乙 中 的 一 个 表示 . 事实 上 ， 
TA)T(B) =ST(A)S-IST(B)S-! 
=ST(A)T(B)S™! 
=ST(AB)S-! 
=7' (4B) 
上 式 表明 ,2 (8) ,7T' (4) ,7'(B),… ,的 集合 T' 确 是 群 6 的 一 个 表 
示 . 作为 特殊 情况 ,空间 LW 和 空间 工 可 以 是 相同 的 空间 .我 们 称 
80 


7T' 和 了 这 两 个 表示 是 “等 价 ” 的 (equivalent) 表 示 . 

容易 证 明 , 如 果 T' 与 7 等 价 ,7 与 7' 等 价 , 则 7 与 7 等 价 . 

对 于 甜 阵 表示 ,由 基 的 改变 可 产生 等 价 的 矩阵 表示 . 设 基 {9;} 
在 算 符 8 作用 下 变换 为 {9p} , 则 算 符 7 在 旧 基 和 新 基 中 的 矩阵 
CZ9 和 [79 由 第 二 章 8 7(33) 式 联系 : 

和 一 CTS (2) 

如 果 T(4)T(B) 二 7T(4B), 则 同样 可 证 明 T'(4)7'《B) 二 TP'(4B), 即 
如 果 了 是 群 G 的 表示 , 则 7' 也 是 群 6 的 表示 . 

我 们 把 由 相似 变换 (1) 式 或 (2) 式 相 联系 的 两 个 表示 称 为 等 价 
表示 . 物理 上 把 一 切 互相 等 价 的 表示 认为 是 相同 的 . 

群 的 两 个 互 不 等 价 的 表示 称 为 不 等 价 表示 (inequivalent 
representation ) 或 不 同 的 表示 (distinct representation ). 

(1) 式 和 (2) 式 中 8 与 8-! 互 换 位 置 是 由 于 (1) 式 描述 新 旧 算 
符 间 的 联系 ,而 (2) 式 描述 同一 算 符 对 不 同 基 的 矩阵 之 间 的 联系 ， 
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可 以 证 明 , 有 限 群 的 任何 非 奇 异 表 示 等 价 于 一 个 么 正 表 示 . 就 
是 说 ,对 于 给 定 的 表示 7, 能 够 找到 一 个 算 符 5, 使 得 其 等 价 表示 
7' 是 么 正 的 . 

设 9 阶 群 的 一 个 表示 为 了 = {7 (4) ,了 (4 了 (4 如) 
(40)), 作 算 符 

S= {DT+t (4)T(A) PS (1) 
首先 证 明 , 对 于 固定 的 群 元 素 , 例 如 和 丸 , 有 
T+ (ADSTA) = DT+ (ADT+ (4)T(AI TA) 


= T+ (4,A)T (A,A) 


= DT+ (4)T(4,) = 57 (2) 
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式 中 ,4,41 二 4, 当 h 遍及 群 元 素 时 ,4, 亦 这 及 群 元 素 . 其 次 ,用 
7-1(C40D)3-: 右 乘 上 式 两 端 ,用 S-! 左 乘 上 式 两 端 ,得 
S-T+ (41)8 = ST-1(A1)S™! 
利用 8 的 厄 密 性 S+= 8, (3S-1)+ 一 8 5 及 (4BC)+ 一 C+B+4+， 
(4BO)-!=0-1B-14-!, 则 上 式 变 成 
(ST(A1)S-D)+= (ST(A1)S-)-! 

令 SIT(4D)S-1 = T'(A1) (3) 
则 (T' (4))+= (7T' (4))7-! (4) 
对 群 的 其 余 元 窒 4z,4s,… 亦 有 相同 的 关系 式 成 立 . (4) 式 是 么 正 
性 条 件 ,可 见 与 表示 7 等 价 的 表示 7T'( 由 (3) 式 联系 ) 是 么 正 表 示 
(unitary representation). 

么 正 表 示 定理 又 称 为 Maschke 定理 ， 

既然 群 的 一 切 非 奇异 表示 都 等 价 于 么 正 表 示 , 以 后 只 讨论 么 
正 表 示 即 可 . 
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1. 不 变 子 空间 

若 矢量 空间 Zu。 的 每 一 矢量 都 被 包含 在 另 一 矢量 空间 世 中 ， 
则 称 Z 为 的 子 空间 . 当 m<a 时 , 即 当 ,的 矢量 不 能 穷尽 已 
时 , 称 Ze 为 闷 的 真子 空间 (proper subspace). 当 m 二 nn 时, 是 其 
自身 的 子 空间 ,但 当然 不 是 真子 空间 . 

如 果 在 群 G 的 变换 下 ,矢量 空间 是 封闭 的 , 则 有 可 能 存在 
一 真子 空间 L, 它 在 G 下 也 是 不 变 的 , 即 可 能 存在 L 空间 ,其 中 
任意 矢量 w 受 TC4) 作 用 后 所 得 矢量 w =7C4)u 仍 属 已 , 则 称 这 
样 的 子 空间 L 为 在 群 6 下 空间 的 不 变 子 空间 (invarant 
supspace) ,并 称 空间 ,在 群 4 下 是 可 约 的 . 

从 矢量 空间 工 中 的 任 一 矢量 出 发 ,如 何 生 成 不 变 子 空间 呢 ? 
设 * 是 工 中 的 任意 矢量 ,将 9 阶 群 G 的 9 个 元 素 41,4:,… 生 成 的 g 
个 算 符 T(41) ,TC4:),… 分 别 作用 于 w 上 , 便 得 到 9 个 矢量 
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ah 一 了 (4D)xz， w= TA … C1 
诸 矢量 4,w，… 的 集合 便 可 张 成 工 的 不 变 子 空间 .如果 所 有 的 矢 
量 4,w，… 是 线性 无 关 的 , 则 它们 可 组 成 群 的 9 维 表 示 的 基 ,并 
张 成 工 的 9 维 不 变 空间 , 一 般 地 , 诸 矢 量 wa,xe,… 不 是 线性 无 关 
的 ,但 它们 的 线性 组 合 总 可 能 构造 *(s<9) 个 线性 无 关 的 矢量 作为 
基 矢 . 如 果 这 些 基 矢 不 正 交 , 可 用 Schmidt 方法 使 之 正 交 归 一 化 . 
以 这 些 基 矢 张 成 的 空间 ,就 是 工 的 8 维 不 变 子 空间 . 

， 例 如 ,以 六 个 函数 办 一 字 , 央 一 好, 内 一 , 关 一 氏 , 条 一 闻 , 纹 一 双 
《它们 不 正 交 , 但 彼此 线性 无 关 ) 作 为 基 的 六 维 函 数 空间 中 , 若 将 群 
Ds 的 六 个 元 案 生 成 的 算 符 分 别 作用 于 任 一 函数 例如 办 二 z? 上 , 则 
有 

T(E)h = z2 
T(A)b = 


VS 


22 3 : 
ZTCB) 为 一 可 十 了 Y Tay 


TOW = $e + 4+ ey 


TD = j= 十 3y wy 
TF) = 4 + 了 二 wy 
容易 看 出 ,生成 的 函数 不 是 全 部 线性 无 关 的 ,三 个 隙 数 2,y 和 书 
将 提供 一 个 基 ( 虽 然 它 不 是 正 交 归 一 的 ), 从 而 我 们 得 到 一 个 三 维 
子 空间 . 
2. 可 约 表 示 
设 工 对 于 由 群 元 素 4 生成 的 变换 7(4) 是 不 变 的 空间 . 如 果 
刀 是 工 的 不 变 子 空间 ,而 且 的 正 交 补 空间 Ls 也 是 不 变 的 , 则 称 
表示 了 是 可 约 的 (reducible) ;如果 不 存在 这 样 的 子 空间 , 即 空间 
不 再 含有 不 变 子 空间 时 , 则 称 表示 是 不 可 约 的 Girreducible). 
可 见 , 表 示 的 可 约 性 (reducibility) 是 与 整个 空间 中 真 不 变 子 空 
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闻 的 存在 相连 系 的 . 
在 可 约 性 的 定义 中 , 子 空间 和 它 的 正 交 补 空间 L 两 者 都 应 
是 不 变 的 这 点 很 重要 . 幸好 ,如 果 表示 算 符 TC4) 是 么 正 的 , 则 工 
的 不 变性 就 意味 着 的 不 变性 . 而 上 面 我 们 证 明 过 任何 非 奇 异 表 
示 等 价 于 一 个 么 正 表示 ,所 以 ,我 们 只 要 知道 工 的 子 空间 乙 是 不 
变 的 , 则 表示 也 就 是 可 约 的 了 . 
现在 我 们 可 以 把 一 个 空间 工分 解 为 它 的 不 变 的 不 可 约 的 子 
空间 怀 之 和 ,写作 
ZL= Lt Ls (2) 
显然 ,这 种 分 解 不 是 唯一 的 ,其 中 每 一 个 在 变换 T(4) 下 是 不 变 
的 ,不 可 约 的 . 相应 地 ,表示 的 约 化 可 表 为 
T(4) = T0(04) OTHAM DTHA) MO» (3) 
其 中 ,TW(4) 是 子 空间 中 的 不 可 约 表示 . 上 式 可 理解 为 群 9 在 
空间 工 中 的 一 个 表示 可 约 化 为 在 各 个 不 变 子 空间 Z 中 的 不 可 约 
表示 TOC4i) 的 直 和 . 
一 切 可 约 表示 都 可 约 化 (分 解 ) 为 若干 不 可 约 表示 的 直 和 . 
借助 于 矩阵 ,如 果 适 当选 取 基 矢 的 次 序 ,使 得 属于 已 的 基 矢 
排 在 前 面 , 跟 着 是 属于 的 基 矢 ,等 等 ,那么 ,矩阵 将 出 现 分 抉 对 
角形 式 


(4) 


家 


因此 ,可 约 表示 亦 可 如 下 定义 :如 果 群 6 的 表示 矩阵 可 以 通 
过 一 个 么 正 的 相似 变换 化 为 分 块 对 角形 式 的 矩阵 , 则 表示 是 可 约 
的 ;而 不 可 约 表示 刚 不 能 通过 相似 变换 使 之 变换 成 分 块 对 角形 式 
的 矩阵 ， 
在 可 约 表示 中 , 某 一 个 不 可 约 表示 可 能 出 现 不 止 一 次 ,用 m， 
42，… 表 示 出 现 次 数 , 则 和 矩阵 约 化 可 表 为 
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了 一 oa70 申 ca72 个 … = PDair® (5) 


式 中 总 和 > 上 的 圆 点 表示 直 和 的 意思 . 
下 面 举 一 个 可 约 表 示 的 例子 . 群 0: 的 三 维 表 示 § 1(13) 式 是 
可 约 的 ,显然 ,它们 是 形 如 
[:: 0 
lo J 
的 分 块 对 角 和 矩阵 , 即 
T=7T%@T? (6) 
其 中 7 是 二 维 不 可 约 表 示 , 即 $1(9) 式 ,而 7% 则 是 一 维 表 示 {1， 
1,1, 一 1, 一 1, 一 1), 它 是 群 D 的 一 个 非 忠实 表示 ,对 应 关系 是 
BDF>1, 4;B;C 一 一 1 
既然 一 切 可 约 表示 都 可 约 化 为 若干 不 可 约 表示 的 直 和 ,因此 
研究 群 表 示 只 要 研究 不 可 约 表 示 . 所 以 ,我 们 今后 关心 的 是 :一 个 
群 有 哪些 不 等 价 不 可 约 的 表示 (inequivalent irreducible 


Tepresentation ) , 


85 舒 尔 引 理 


1905 年 , 舒 尔 推 证 了 两 条 重要 定理 ,名 为 舒 尔 引 理 (Schurss 
lummas) ,它们 对 研究 群 的 不 可 约 表示 非常 有 用 ,由 它们 可 以 导出 
不 可 约 表 示 的 正 交 性 定理 . 

我 们 假定 ,表示 空间 是 复 矢量 空间 . 

1. 舒 尔 引 理 1 

车 7 是 群 G 的 一 个 不 可 约 表示 ,车 有 一 矩阵 P 与 7 的 所 有 和 窍 
， 阵 对 易 , 即 

T(4)P 一 PT(4:))， 对 所 有 和 EG (1) 
则 P 必 为 一 常数 矩阵 , 即 P 是 单位 矩阵 的 常数 倍 P 了 =c8(c 是 一 
数 ). 
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[证明 ) 车 7 的 维 数 为 4, 则 P 是 一 a 阶 方 阵 .根据 么 正 表示 
定理 ,7 可 取 作 么 正 矩 阵 ,从 而 T(41),T(4,) 等 每 个 矩阵 都 具有 
个 本 征 矢 的 完备 集 . 又 由 于 P 与 7(4) 等 等 对 易 ,从 而 P 也 有 个 
线性 无 关 的 本 征 矢 . 设 w 是 P 的 具有 本 征 值 6; 的 本 征 矢 , 即 

Pu = cp (2) 

以 ?(4) 左 腰 上 式 两 边 得 

了 (4D)Pw = cfT (A)%s 
由 (1) 式 及 上 式 得 

PT(A)%; = cfT (ADus (3) 
上 式 表 明 , 对 所 有 和 EG,T(4)wy 也 是 P 的 具有 同一 本 征 值 oj 的 
本 征 矢 . 设 P 有 mn 个 这 样 的 独立 的 本 征 矢 对 应 于 同一 本 征 值 6;. 
但 属于 一 个 本 征 值 的 本 征 矢 生成 一 个 在 G 下 的 不 变 子 空间 . 若 Za 
是 工 . 的 真子 空间 , 则 表示 7 必 是 可 约 的 ,但 这 与 7 是 不 可 约 表 示 
的 假设 矛盾 ,因此 L, 必 与 重合 ,并 且 P 的 全 部 本 征 值 相等 , 璧 
如 说 oj 二 ec, 于 是 给 出 P=cB, 从 而 证 明了 定理 . 

这 个 定理 的 重要 性 在 于 它 的 逆 定 理 亦 成 立 这 一 事实 . 因此 , 若 
我 们 能 够 证 明 与 茶 一 表示 7 的 所 有 和 矩阵 都 对 易 的 任 一 矩阵 了 必 
为 常数 矩阵 的 话 , 则 此 表示 是 不 可 约 的 . 显然 ,由 此 推 知 , 若 P 不 
是 常数 矩阵 , 则 表示 必 是 可 约 的 .这 样 , 舒 尔 引 理 可 作为 判断 到 示 
是 否 可 约 的 一 个 判 据 . 

2. 舒 尔 引 理 2 

假设 ?2 和 72 是 群 6 分 别 在 两 个 空间 ZL 和 工 中 的 两 个 不 
可 约 表示 , 维 数 分 别 为 上 和 上 必 若 上 行情 列 的 矩阵 M 满足 下 述 关 
系 式 

TO(4)M 一 MTO(4)， 对 所 有 如 ECG (4) 
则 或 者 (a)M=0, 或 者 (b)detM 隆 0, 此 时 TW 与 7 是 等 价 表示 . 
顺便 指出 ,两 个 表示 只 有 维 数 相同 时 才能 等 价 ,因此 若 0 关心 
则 只 能 (Ca) 成 立 . 
证明] 注意 到 (4B)+ 王 Bt+4+, 则 由 (4) 式 可 得 
M+TO+(4) 一 ?OO+(4)M+， 对 所 有 44EG 
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注意 到 T(4- 0 一 CT(4)]-! 及 了 是 么 正 表 示 Tot+(4) 一 DG-1(4)， 
则 上 式 变 成 
M+ IO(4) 一 TOC4DM+， 对 所 有 hE€ G. 
以 M 右 乘 上 式 ,得 到 
M+ TO(AFI YM = TO(ATM+ af 

将 (4) 式 代入 上 式 得 

M+ MTO(C4D 一 TO(4DM+MN， 对 所 有 44EG (5) 
上 式 表 明和 矩阵 M+M 与 所 有 的 TW(451)(4E G) 对 易 , 根 据 舒 尔 引 
、 理 1, 它 应 为 一 常数 矩阵 : 


M+M= cB (6) 
首先 考虑 4==4 的 情形 ,不 妨 设 4=4=n. 由 (6) 式 可 得 
det(M+ M) = detM+ detM = 0 (7) 


车 c 关 0, 则 detM 关 0( 因 为 detM+== (detM)*), 故 M-! 存 在 ,由 (4) 
式 可 得 
TH(4) 二 M-TH(4)M， 对 所 有 4hEG (8) 
上 式 表 明 ,T® 和 TP 是 等 价 表示 . 若 c=0, 则 M+M=0. 取 (6) 式 的 
第 i 行 ; 列 元 素 , 得 到 
DMiMs = 0 

亦 即 DMsMs = > Msl2 一 0 
上 式 当 且 仅 当 Ms=0(1&<k<w) 时 成 立 .但 i 是 任意 的 ,可 取 由 1 到 
3 的 任 一 值 , 故 M=0. 

现在 讨论 4 关 45 的 情形 ,不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假设 4<6. 我 
们 添上 (2 一刀 行 零 ,使 M 变 成 一 新 ( 方 ) 矩 阵 M1': 


可 
M’' 一 | y (9) 
0 os 
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其 厄 密 共 圈 矩阵 2f+ 为 


4 A 


Mt=0 : 0m), (10) 


于 是 ,由 矩阵 乘法 很 容易 看 出 

M+M 一 Mt+M 
故 det(M'+M’) = det(M+ M) 
亦 即 det(M’+)det(M') = 0 


其 中 用 了 (7) 式 ,并 假定 =n. 然而 观察 (9) 式 和 (10) 式 可 知 ， 
det(M') = det(M’+)= 0 
从 而 得 到 c= 二 0,M+M=0, 再 一 次 取 M+M 的 第 i 行 ; 列 元 素 , 同 
样 可 证 M=0. 于 是 定理 证 毕 . 
3. 阿 贝尔 群 的 不 可 约 表示 是 一 维 表示 
作为 舒 尔 引 理 的 应 用 例子 ,我们 可 以 证 明 , 阿 贝尔 群 的 不 可 约 
表示 必 是 一 维 表示 . 设 ?9 是 阿 贝尔 群 的 一 个 不 可 约 表示 . 由 于 阿 
贝尔 群 元 率 彼 此 对 易 , 例 如 44 一 44*, 于 是 有 
TOAITOA) = THAI TTA) 
对 所 有 群 元 素 , 上 式 均 成 立 . 根据 舒 尔 引 理 1,79 (4) 必 为 常数 乘 
以 单位 矩阵 , 即 
TO(4) 一 cB， 对 所 有 EG 
这 样 ,表示 矩阵 T®(4,) 是 对 角 化 的 (对 所 有 4E G), 因 而 表示 7 中 
是 可 约 的 .但 此 结论 与 不 可 约 表示 的 假设 矛盾 ,除非 它 是 一 维 的 ， 
于 是 定理 得 证 . 


$6 正 交 性 定理 


1. 正 交 性 关系 
现在 我 们 利用 舒 尔 引 理 推导 短 阵 表示 的 正 交 性 关系 
《orthogonality relations). 考虑 9 阶 群 G 的 两 个 不 可 约 表 示 2@ 和 
TH ,表示 的 维 数 分 别 为 和 4. 首先 构造 如 下 的 矩阵 民 : 
= yn DCA- 
= DA 1) (1) 


式 中 XX 是 任 一 与 群 元 素 无 关 的 (X46) 和 矩阵 ,以 T®(B) (BE G) 左 乘 
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上 上 式 两 边 , 得 


TO(B)IM = DT (B)TG(C4)XTO(C4-I) 
4E2 


一 TOCB4)XTOC4-D7CO(B-DITO(CB) 
4EG 


一 二 To(B4)X7O((B4)-DTO(B) 


4EG 


二 上 > TOCCODXTwO(C-DTO(B) 
9 


AEG 
一 MTGC(CB) 
其 中 利用 了 B4 一 C. 上 式 对 所 有 BE G 成 立 . 
下 面 分 两 种 情况 : 
(G) 若 7 和 ?79 是 相同 的 表示 ,此 时 好 与 To(B) 对 易 , 则 根 
据 舒 尔 引 理 1,M 一 cB; 
(2) 车 7T® 和 7 中 是 不 等 价 的 , 则 根据 舒 尔 引 理 2,M 二 0. 
我 们 把 这 两 种 情况 结合 为 一 个 方程 : 
M = cB (2) 
或 Mu = ci (3) 
其 中 5 理解 为 当 不 可 约 表 示 TH 和 7? 是 不 等 价 时 = 0, 而 当 
7T® 和 7 是 相同 的 表示 时 敬一 1 
取 (1) 式 的 & 行 s 列 矩阵 元 并 注意 到 (3) 式 ,我 们 得 
3 DT XATP 4) =M, 
一 cb50u (4) 
式 中 X 是 任意 的 ,而 c 将 与 X 的 选择 有 关 . 我 们 利用 的 任意 性 
选取 Xm 二 6mim, 即 XX 选 为 除 n 行 列 元 素 为 1 外 ,其 余 元 素 全 为 
零 的 矩阵 .于 是 ,(4) 式 变 为 
1 
F 2TE THAT) = eds (5) 


4EG 
为 求 出 c, 令 i=j,# 二 s, 并 将 上 式 两 边 对 * 求 和 ,得 到 
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在 


15) ye(h78(4D 一 yi 一 以 
9 =1 


t=1 4€0 
即 i 5788) = 
9 AEG 
1 1 
或 gbmm = cl 
从 而 得 到 c= 全 | (6) 
将 。 值 代入 (5) 式 ,我 们 得 到 
aC4)0g(C4-D = 卫 
VTP D = Lo (7) 


因为 任何 表示 等 价 于 么 正 表 示 , 上 式 可 以 进一步 简化 . 注意 到 
TOC4-D = THA) 
以 及 TH 的 么 正 性 TH+(4)=T%-1(4) , 便 有 
TEA = T8714) = TP+(4) = TO* (A) 
将 上 式 代入 (7) 式 ,最 后 得 到 
DP TEA TE" (4) = Lydd (8) 


4EG 


上 式 通常 称 为 群 的 不 可 约 表示 的 大 正 交 性 定理 (great orthogonality 
theorem), 它 在 群 表示 理论 中 占据 着 中 心地 位 . 

正 交 性 关系 (8) 式 表明 , 求 和 仅 遍 及 群 元 素 而 矩阵 元 的 四 个 下 
标 是 相当 任意 的 . 当 ?9 和 79 是 不 等 价 不 可 约 表示 时 ,总 和 为 零 ; 
甚至 当 T® 和 TW 是 相同 的 表示 时 ,只 要 4 头 s,m 关 7, 总 和 仍 为 零 . 
剩 下 非 零 的 情况 可 表示 为 


PITRE = (9) 
AEG 
其 中 mn 是 任意 的 。 
[ 例 ] 群 Ds 不 可 约 表 示 的 正 交 性 . 


由 8$ 4(6) 式 可 知 , 群 Dp 有 一 个 一 维 表示 ?2 和 一 个 二 维 不 可 
约 表示 7%, 此 外 ,每 一 个 群 都 有 一 个 恒 等 表 示 7%, 群 5: 的 这 三 
个 不 可 约 表示 列 于 表 3 中 ( 见 第 91 页 ). 

这 三 个 不 可 约 表 示 的 维 数 分 别 为 4=1,4==1,4=2, 而 g=6. 
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下 面 我 们 验证 正 交 性 关系 
> TO(4)7C(C4) = 一 0 


4EG 


> TB(4)72(C4) = 0， 对 任何 丰 和 种 


4Eg 


> )CZ@(4)]2 一 6/1 一 6 


4E9 


> 7C7 和 (4)]: = 6/2 二 3， 对 任何 各 
4EG 


等 等 . 

2. 正 交 性 定理 的 解释 

我 们 用 线性 空间 的 语言 给 
(8) 式 作 一 些 解释 . 令 9 阶 有 限 78 
群 G6= {B,4,B,C,…)} 的 不 同 


的 不 可 约 表示 的 总 数 为 C 让 + x x 。 
我 们 把 ?8 看 成 属 6 的 元 素 的 。 0 一 一 一 ~/ 
函数 ,这 个 函数 定义 在 9 个 分 -， x 

立 "点 "B,4,B, 等 等 之 上 . 若 对 

变量 4 画 出 函数 78 , 那 未 它 图 3.2 


看 上 去 将 如 图 3-2 所 示 . 

对 每 一 个 i,k,m 值 ,我 们 有 一 个 这 样 的 函数 . 所 有 这 些 函 数 确 
定 一 个 9 维 函 数 空间 (和 泉 量 空 间 ) ,因为 此 空间 中 的 函数 可 由 它 的 
?9 个“ 分量” 完全 划 定 ,而 9 就 是 群 元 罕 的 个 数 即 群 的 阶 . 这 个 空间 
通常 称 作 群 空间 (group space) , 群 空间 的 维 数 等 于 群 的 阶 数 . 

我 们 把 函数 7 名称 为 群 空间 中 的 表示 矢量 (representation 
vectors ) ,其 分 量 为 7 篇 (4) ,7 如 (B),…. (9) 式 表示 矢量 ?8 长 度 的 
平方 为 反正 交 性 关系 (8) 式 则 可 表 为 两 个 矢量 ?和 7 名 标 积 的 
形式 : 

(TH9,T8) = 278 (4)TRA) 


br 


92 


={66. 6. (10) 


这 就 意味 着 两 表示 矢量 78 与 ?8 之 间 互 相 正 交 . 
表示 矢量 7 入 共有 和 多少 个 ?注意 到 1<i<C,1<4,m<4, 对 于 每 


个 i 值 ,有 # 个 这 样 的 矢量 ,因而 矢量 的 总 数 为 2 这 些 矢 量 是 
否 张 成 全 空间 , 即 它 们 是 否 被 此 线性 无 关 , 现 在 还 不 知道 . 尽管 这 
样 ,由 于 矢量 空间 中 独立 矢量 的 个 数 不 得 超过 空间 的 维 数 , 我 们 仍 
有 下 面 的 关系 : 


Ya<o (11) 
i=} 


这 个 条 件 是 对 9 阶 群 不 可 约 表示 数目 的 一 个 限制 . 稍 后 我 们 将 证 
明 ,(11) 式 中 等 号 成 立 . 


$7 群 表示 的 特征 标 


现在 我 们 来 介绍 另 一 个 重要 概念 一 表示 的 特征 标 . 

我 们 已 经 看 到 , 任 一 给 定 矢量 空 间 , 群 表示 的 矩阵 不 是 唯一 
的 ,因为 它们 依赖 于 基 矢 的 选择 ,甚至 依赖 基 矢 的 编 序 .然而 ,因为 
它们 都 是 定义 在 同一 矢量 空间 上 的 ,所 有 这 些 表 示 必 由 相似 变换 
联系 着 ,因而 必然 相互 等 价 . 我 们 知道 ,矩阵 的 迹 在 相似 变换 下 不 
变 , 央 而 我 们 看 到 ,和 表示 的 所 有 和 抢 阵 的 迹 ( 即 矩阵 的 全 部 本 征 值 之 
和 ) 将 成 为 表示 的 唯一 特征 (不 管 基 矢 如 何 选择 ). 

设 了 是 群 G 的 一 个 (可 约 或 不 可 约 ) 表 示 , 我 们 把 表示 7 的 矩 
阵 T(4) 的 迹 称 为 表示 7 中 群 元 素 4 的 特征 标 , 记 为 x(4) , 即 

XA) = TrT(A) = D>)Ta(A) (1) 


对 群 的 每 一 个 元 素 上 式 均 成 立 . xX(4),X(B),… 的 集合 则 定义 为 表 

示 了 的 特征 标 (character)X. 显然 , 若 表示 是 一 维 的 , 则 特征 标 就 是 
表示 自身 . 

可 以 证 明 ,同一 表示 中 共 罗 g 元 素 的 特征 标 相 同 ,这 是 因为 矩阵 
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的 迹 在 相似 变换 下 不 变 . 事实 上 , 若 4 和 了 是 共 斩 元 索 , 则 存在 
0, 使 得 
A= C-1BC (2) 

因而 有 T(A) = T(C- YT(B)T(C) (3) 
两 边 取 迹 得 %(4) 一 TrT (4) 

一 TrCT(C- -07T(CB)T(C)] 

=Tr(T(C)T(C™1)T(B)) 

一 TrCT(CC-2D)7(B)] 

=Tr[T(E)7(B)) 

=X(B) (4) 
其 中 利用 了 迹 的 循环 性 Tr(4BC) 一 Tr(C4B) 一 Tr(BC4). 于 是 ,我 们 
得 出 结论 ,同一 类 中 的 所 有 元 紊 (它们 互相 共 恩 ) ,在 同一 表示 中 具 
有 相同 的 特征 标 . 因此 ,特征 标 是 类 的 函数 ,正如 表示 是 群 元 宫 的 
函数 一 样 . 


$8 特征 标的 正 交 性 关系 


1. 行 的 正 交 性 关系 

我 们 可 以 利用 不 可 约 表示 的 正 交 性 关系 6(8) 式 来 推导 不 可 
约 表示 的 特征 标的 正 交 性 关系 .在 8 6(8) 式 中 令 =mn,s 二 ,并 对 
ts 求 和 ,得 到 
3 Brg CD 279 0 一 于 Dts 


MAEG 
=416y = g6y 
根据 特征 标的 定义 式 $7(1), 上 式 变 成 
DXH A XP» (4) = g6; (1) 


4EG 
式 中 Xe(4) 是 在 表示 7T® 中 元 素 4 的 特征 标 ,等 等 , 若 群 的 类 0 
中 元 素 的 个 数 是 mw, 则 
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了 xD yD = 6 2 
DE EE 多 (2) 


式 中 次 是 表示 ?9 中 类 Cs 的 任 一 元 素 的 特征 标 ,等 等 , 求 和 遍及 
群 G 的 不 同类 ,t=1,2,… ,n,n 为 类 的 个 数 . 
在 i=j 的 特殊 情形 下 , (1) 和 (2) 式 分 别 变 成 
DO = (3) 


4E9 


wx 是 =9 (4) 
(1) 式 或 (2) 式 就 是 群 的 不 可 约 表示 的 特征 标的 正 交 关系 . 我 们 把 


(2) 式 中 的 xp 看 作 是 矢量 *® 的 分 量 , 这 样 的 分 量 有 * 个 (= 
1,2,…,7). 对 于 群 的 每 一 个 不 可 约 表 示 ,我 们 有 一 个 这 样 的 矢量 , 
这 些 矢量 x9,xo,… 构 成 一 个 * 维 空间 ,这 是 因为 其 中 每 一 个 矢 
量 Xe 都 由 n 个 分 量 划 定 ,而 * 就 是 群 6 中 类 的 个 数 , 这 个 空间 称 
为 类 空间 (class space), 类 空间 的 维 数 等 于 群 中 类 的 个 数 . 


我 们 称 矢量 x 为 类 空间 中 的 特征 标 矢 量 ,其 分 量 为 2 A 
并 可 将 (2) 式 表 为 两 个 矢量 XP 和 x 中 标 积 的 形式 : 


(XD, XH) = 立 ea。 ar = (5) 
es 9 9 


这 就 表示 两 特征 标 矢量 x 与 x 之 间 互 相 正 交 . 、 
特征 标 矢量 有 多 少 个 ?因为 对 于 每 一 个 不 可 约 表 示 痢 有 一 个 
这 样 的 矢量 , 即 特征 标 矢量 的 个 数 等 于 不 可 约 表示 的 个 数 . 设 不 可 
约 表 示 的 个 数 为 C, 则 特征 标 矢量 就 有 C 个 . 它们 是 否 张 成 全 空 
间 , 即 它们 是 否 彼此 线性 无 关 ; 现 在 还 不 知道 .但 是 ,矢量 空间 中 独 
立 矢量 的 个 数 不 得 超过 空间 的 维 数 ,因此 我 们 可 得 到 
Ce<n , (6) 
即 群 6 的 不 可 约 表 示 个 数 不 大 于 类 的 个 数 . 事实 上 ,以 后 将 证 明 
上 式 中 等 号 成 立 . 
用 所 谓 特 征 标 表 来 表示 群 的 每 一 类 和 每 一 个 不 等 价 不 可 约 表 
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示 的 特征 标 是 方便 的 . 表 的 列 用 类 标记 , 行 用 不 等 价 不 可 约 表示 标 

记 . 群 的 类 数 等 于 不 等 价 不 可 约 表示 的 个 数 意 味 着 特征 标 表 是 方 

形 的 , 例如 群 的 不 可 约 不 等 价 表示 的 特征 标 表 构 造 如 下 ( 表 4). 
表 4 群 D 的 特征 标 表 


FR,R,,R.) GR, R) 


下 面 验证 正 交 性 关系 . 例如 


Le Np 
> | 一 MD | 一 22。 
9 3 9 让 


全 1 8 [3 
- 睛 xiax 歧 xs+ 居 xcCDbx 代 xn 


2 一 
+yEXiX XD=0 


DmlxH l=1xX2+3xX0+2xX(—-D=6=9 
k 
Dmx l=1xX1+3xX (~-1)+2xX1=6=9 
和 


2. 列 的 正 交 性 关系 
在 (6) 式 中 取 等 号 , 即 群 的 不 等 价 不 可 约 表 示 的 个 数 等 于 该 群 
的 类 数 , 我 们 便 可 将 正 交 性 关系 (2) 式 表 为 男 一 形式 . 为 此 ,定义 4 
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Xr 和 矩阵 B, 其 矩阵 元 为 


这 里 a 是 类 的 个 数 , 即 不 等 价 不 可 约 表 示 的 个 数 . 由 正 交 性 关系 
《2) 式 可 得 


2 BB 一 6， 对 任意 ;和 j 
即 2B4B3 = 5， 对 任意 i 和 j 


用 矩阵 形式 可 表 为 

BB+=E 
因为 8 是 方 矩阵 ,这 就 意味 着 B 的 行列 式 的 模 为 1, 从 而 B 有 逆 
B71 二 B+, 进 而 也 有 


BrB=E 
表 为 矩阵 元 的 关系 为 
DB#B, 一 如 
即 PBIB = 


注意 到 B= 27%9, 则 由 上 式 可 得 


™ Bx" 人 站 = 6 7 
$s pa ue (7) 


其 中 求 和 遍及 群 6 的 所 有 不 可 约 表示 . 上 式 就 是 特征 标 正 交 性 关 
系 的 另 一 种 表达 形式 ,代表 特征 标 对 不 同类 的 正 交 性 , 即 意味 着 特 
征 标 表 的 任意 两 列 正 交 , 称 为 列 的 正 交 性 关系 . 而 特征 标的 正 交 性 
关系 (2) 式 则 称 为 行 的 正 交 性 关系 ,意味 着 特征 标 表 的 任意 两 行 正 
交 . 

特征 标 列 的 正 交 性 关系 (7) 式 虽然 并 不 包含 任何 新 的 信息 ,但 
对 赁 观察 写 下 群 表示 的 特征 标 是 有 帮助 的 ,参阅 8 12. 
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$9 可 约 表示 的 约 化 


群 6 的 表示 7, 一 般 说 来 是 可 约 的 ,这 样 一 个 可 约 表示 ,可 以 
约 化 为 它 的 不 可 约 表示 的 组 分 (constiments) 之 和 , 即 可 以 写成 3 4 
〈5) 式 那样 的 不 可 约 表示 的 线性 组 合 : 
了 一 aaZ0 四 ci Oi= Dar® (1) 
利用 表示 的 特征 标 ,我 们 可 以 求 出 在 7 的 约 化 中 不 可 约 表 示 
7T9 出 现 的 次 数 %. 为 此 ,我 们 取 (1) 式 两 边 的 迹 . 若 X(4) 等 等 代表 
表示 7 中 诸 元 素 的 特征 标 , 则 对 所 有 4EG, 我 们 有 
XCA) = DJax®A) (2) 
或 为 一 > ax (3) 
以 xw*，(4) 冬 (2) 式 两 边 并 对 群 的 所 有 元 束 4 求 和 ,注意 到 § 8(1) 
式 便 得 到 
DD MLA) 一 >) PLD CAA XD A YA) 
4EO 日 4EG 


= Do =ay 
由 此 得 | 
a = Pd CDXC4) (4) 
类 似 地 ,由 (3) 式 并 利用 8$ 8(2) 式 , 则 可 求 得 
aa 一 地 mo% (5) 


(4) 式 求 和 遍及 群 元 京 ,《5) 式 求 和 遍及 群 的 不 同类 .(4) 式 或 (5) 给 
我 们 提供 了 一 个 求 (1) 式 中 系数 的 方法 ; 即 求 不 可 约 表示 ?2 出现 
次 数 的 方法 ， 
不 可 约 表示 的 特征 标 xe2(4) 或 2 称 为 原始 特征 棕 (primitive 
characters) 或 单纯 特征 标 (simple characters), 而 可 约 表示 的 特征 标 
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YX(4) 或 为 称 为 复合 特征 标 (compound characters). 群 的 复合 特征 标 
可 以 象 (2) 或 (3) 式 那样 表示 为 单纯 特征 标的 线性 组 合 . 

[ 例 ] 群 5 的 三 维 表示 的 约 化 . 

由 群 p: 的 三 维 表示 § 1(13) 式 可 看 出 ,三 个 类 的 特征 标 分 别 
为 为 =3, 宙 = 一 1,% 二 0, 记 为 X= 二 (3, 一 1,0》, 三 个 不 可 约 表示 的 
特征 标 见 表 4. 

我 们 写 下 

T= QI 人 CD ® qT 外 as 

利用 (5) 式 (注意 wm=1,n?=3,zs 一 2,9 一 6), 我 们 有 


m= X1X3+3xX1xX (D+2x1x0)=0 
= XIX3+3x (DxX(-D+2x1x0)=1 


m= X2X3+3X0x D+2xt- Dx0)=1 


故 T= T® DTY 
即 群 5; 的 三 维 表示 约 化 为 一 个 一 维 表 7 和 一 个 二 维 表示 7 的 
直 和 (参阅 8$ 4(6) 式 ). 


$10 不 可 约 性 的 一 个 判 据 


从 一 个 表示 的 特征 标 我 们 立刻 可 以 推出 表示 是 否 可 约 . 
根据 $ 8(3) 或 (4) 式 可 知 ,如 果 改 示 7 是 不 可 约 的 , 则 有 


YIxoC4)12=9 (D 
4EG 
> mlxpl: 一 9 (2) 
显然 ,对 某 一 表示 了, 如果 它 是 不 可 约 表示 ,也 应 有 
Dx = (3) 
AEQ 
nl%l: =9 (4) 


式 中 为 是 群 的 第 上 类 特征 标 . 反之 ,如 果 满 足 (3) 或 (4) 式 , 则 表示 
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7 必 是 不 可 约 的 ,证 明 如 下 . 用 x* (4) 乘 8 9(2) 式 两 边 ,并 对 群 的 
所 有 元 素 求 和 ,再 除 以 群 6 的 阶 9, 并 注意 到 $ 8(1) 式 ,我 们 得 


LS YA) = Saro DO" AHA) 
9 Le0 9 4 
a Dar ats 
2 


= 2) lal’ (5) 
如 果 让 上 式 满足 (3) 式 , 则 上 式 右边 等 于 1, 由 于 诸 «是非 负 整数 ， 
于 是 除 一 个 系数 ,例如 a==1 外 ,所 有 其 它 系 数 皆 为 零 . 由 此 得 到 当 
满足 (3) 式 时 了 =7%, 即 了 是 不 可 约 表 示 . 
类 似 地 可 证 明 满足 (4) 式 时 了 是 不 可 约 表 示 ， 
于 是 ,我 们 得 到 一 个 非常 简单 的 关于 表示 的 不 可 约 性 的 判 据 : 
一 个 表示 是 不 可 约 表示 的 充 要 条 件 是 其 特征 标 满足 (3) 式 或 (4) 
式 ， 
例如 群 D 的 二 维 表示 7@ 是 不 可 约 的 ,因为 从 表 4 可 得 出 
ml 一 4 十 0 十 2 一 6 一 9 


811 正规 表示 


1. 正规 表示 

前 面 我 们 证 明 过 , 群 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 的 维 数 的 平方 
和 不 超过 群 的 阶 数 ( 群 元 素数 目 ), 即 § 6(11) 式 . 我 们 也 证 明 过 , 群 
的 不 等 价 不 可 约 表示 的 个 数 不 超过 群 的 类 数 , 即 8 8(6) 式 . 但 是 从 
群 Ds 我 们 看 到 , 它 有 三 个 不 等 价 不 可 约 表示 T0、T2 和 7G@ ,而 它 
正好 有 三 个 类 C1 C2 Cs 一 般 地 ,我 们 将 证 明 :§ 6(11) 式 和 §8 
(6) 式 中 等 号 成 立 . 在 证 明 过 程 中 ,我 们 借助 于 人 为 的 设计 ,构造 一 
个 非常 特殊 的 表示 , 它 的 维 数 等 于 ", 即 群 元 素数 目 . 这 种 特殊 的 
表示 被 称 为 “正规 表示 ”(regular representation). 

让 我 们 按 如 下 方式 对 群 Ce 的 每 一 元 素 构 造 9 维 方 阵 . 在 对 角 
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线 上 全 为 8 的 乘法 表 ( 第 一 章 表 4) 中 , 若 某 元 京 出 现 的 位 置换 成 
1, 而 其 他 位 置换 成 0, 就 得 到 该 元 素 对 应 的 矩阵 例如 ,T(E) 就 
是 一 个 8 维 单位 方 阵 ,其 他 和 矩阵 , 警 如 说 7 四 (CW) ,将 取 如 下 形式 : 

1 0 0 0 0 


TH(O) = (1) 


己 口 口上 口 口 
己 吕 口 口 口 口 
Ooooorcoc 
ooooo-o 
~ oooopc 
~ oooocoporc 
oo-~-oopopoc 
o-oopoc 


0 0 
注意 ,每 行 或 每 列 都 包含 1, 而 且 仅 包含 一 次 ,正如 重 排列 定理 所 要 
求 的 那样 . 

为 证 明 这 种 矩阵 确实 总 能 生成 一 个 表示 ,我 们 不 用 指标 27 
等 而 用 群 元 素 本 身 给 行列 编号 ,也 就 是 我 们 可 以 把 群 9 的 9 个 元 
豪 看 作 g 维 空间 中 的 坐标 轴 . 因为 用 一 个 元 素 霖 只 不 过 给 出 所 有 
元 素 的 一 个 重 排列 , 故 可 以 把 群 元 素 的 作用 看 成 群 空间 中 使 每 一 
坐标 轴 转 变 到 另 一 坐标 轴 方 向 的 旋转 . 于 是 在 此 表示 中 4 的 矩阵 
的 了 3 行 C 列 元 素 为 


7 久 C) = duc = 位 2 ee C2) 
令 D,F 和 五 是 G 的 一 些 元 素 , 而 且 


AD=F (3) 
试 考察 (TWA)T®D)) ye = DT (A)Tre(D) 
HEG 


a 2) bu,n6ao,c 


了 EC 
一 gaip,c 
一 gar,c 
=7@(F) (4) 
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由 上 式 得 
TWATHD) = 了 CD(P) (5) 
比较 (3) 式 和 (5) 式 可 知 , 诸 和 矩阵 TW(4),TW(B) ,TWw(F),… 的 集 
合 确 实 是 群 6 的 一 个 表示 , 称 为 正规 表示 . 
2. 正规 表示 的 特征 标 
根据 正规 表示 的 性 质 (2) 式 ,可 求 得 正规 表示 的 特征 标 .显然 ， 
除 恒 等 元 的 特征 标 为 g 外 ,其 余 元 素 的 特征 标 为 零 , 即 
X(R)(4) 一 0， 当 4 关 8 时 } 
XR)(E) = 9. 
3. 正规 表示 的 约 化 
现在 我 们 来 研究 正规 表示 的 约 化 . 设 


TCD 一 六 aT® (7) 
T 


(6) 


由 8$ 9(4) 式 我 们 有 
a= Pa (AYPA) 

式 中 x" 是 正规 表示 的 特征 标 , 注意 到 (5) 式 及 便 等 元 的 特征 标 等 
于 表示 的 维 数 ,上 式 变 成 

a = Bx0" (8) ‘yg= X08) = , (8) 
式 中 4 是 不 可 约 表示 ?@ 的 维 数 . 上 式 表 明 , 群 的 每 一 个 不 可 约 表 
示 在 正规 表示 约 化 中 出 现 的 次 数 a 等 于 其 维 数 . 

4. 两 个 等 式 的 证 明 


我 们 利用 正规 表示 的 性 质 ,证 明 & 6(11) 式 和 8(K6) 作 中 的 等 
号 成 立 . 为 此 将 (8) 式 代入 (7) 式 得 


TCD 一 So (9) 
对 上 式 两 边 取 元 素 呈 的 迹 ,得 
xD(B) = DYE) 


注意 到 Xm(B) 一 9;,X@(B) 一 5, 由 上 式 得 到 
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s= 了 0) 


这 就 证 明了 8 6(11) 式 中 等 号 成 立 , 即 群 的 所 有 可 能 的 不 等 价 不 可 
约 表 示 的 维 数 平方 和 等 于 群 的 阶 ( 群 元 素数 ), 这 样 一 来 , 诸 表 示 矢 
量 7 肪 不 仅 具 有 正 交 性 ( 见 $ 6(8) 式 ) ,而且 它 们 构成 群 空间 中 的 
正 交 矢 量 的 完备 集 . 即 是 说 ,再 也 没有 别 的 独立 的 表示 矢量 与 所 有 
不 可 约 表示 的 表示 矢量 正 交 了 . 这 又 蕴含 着 ,再 没有 别 的 特征 标 矢 
量 与 所 有 不 可 约 表示 的 特征 标 矢量 正 交 了 , 因而 ,所 有 不 可 约 表示 
的 特征 标 矢 量 一 定 是 类 空间 上 正 交 矢量 的 完备 集 . 于 是 ,不 可 约 表 
示 的 个 数 必 等 于 类 空间 的 维 数 , 即 群 中 类 的 个 数 . 这 一 简单 的 讨论 
证 明了 § 8(6) 式 中 等 号 成 立 . 这 样 ,我 们 就 证 明了 , 群 的 不 等 价 不 
可 约 表示 的 个 数 等 于 群 中 类 的 个 数 , 即 

C=% (11) 


§ 12 特征 标 表 的 构造 


我 们 知道 , 群 六 特征 标 表 是 从 表示 矩阵 的 对 角 元 素 求 和 得 到 
的 , 在 许多 情形 下 ,可 以 不 必 知 道 表 示 和 矩阵 而 直接 求 出 群 的 不 可 约 
表示 的 特征 标 . 事实 上 ,各 种 群 的 特征 标 表 早已 为 人 们 计算 过 ,有 
现成 的 表 可 查 . 我 们 这 里 只 想 介绍 如 何 利用 特征 标的 性 质 来 推出 
特征 标示. 
综合 以 上 的 讨论 ,可 归纳 出 以 下 几 个 性 质 : 
(了) 不 可 约 表示 的 数目 等 于 类 的 数目 
C= (1) 
〈2) 不 可 约 表示 的 维 数 下 的 平方 和 等 于 群 的 阶 9 “ 
了 > 闻 =9 (2) 


jl 
在 许多 情形 下 ,由 上 式 可 得 到 上 的 唯一 的 整数 解 . 因为 恒 等 元 的 
特征 标 等 于 表示 的 维 数 
XH(B) = (3) 
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因此 ,特征 标 表 的 第 一 列 恰好 就 是 整数 
《3) 对 每 一 个 群 ,总 有 一 个 人 恒 等 表示 , 它 是 一 维 的 ,因而 7(4) 
二 1,%(4)=1, 对 所 有 4EG. 由 它们 可 确定 表 的 一 行 ,通常 取 为 第 
一 行 。- 
(4) 行 特征 标的 正 交 性 关系 


> Vso Ver 一 好 (4) 
2 一 1 9 9 


特别 是 选取 ?9 为 恒 等 表 示 时 ,XP 二 1, 于 是 对 7 不 是 恒 等 表 示 ， 
即 除 第 一 行 外 的 其 他 行 有 


Dn? = 0, (= 2,3,%0) (5) 

(5) 列 竺 征 标的 正 交 性 关系 
2 = (6) 
特别 是 选取 0; 为 类 百 时 ， xp 一 于 是 ， 对 除 第 一 列 外 的 其 他 列 有 
Du = (= 2,3,. 7) (7) 


利用 上 述 性 质 可 能 构造 较 小 的 群 的 特征 标 表 ， 只 要 知道 群 的 如 下 
信息 : 群 的 阶 9, 类 的 数目 a 和 每 类 中 元 率 的 个 数 w 对 较 大 的 群 ， 
这 种 方法 不 能 提供 足够 的 信息 来 推 得 特征 标 表 , 我 们 再 次 指出 ,应 
用 群 论 于 物理 问题 时 ,在 许多 场合 下 只 须 查 特征 标 表 . 

[ 例 ] 群 C4 的 特征 标 表 

因为 群 cv 有 五 个 类 , 故 必 有 五 个 不 可 约 表示 , 记 为 了 QT ， 
79,79 和 了 @, 它 们 的 维 数 分 别 记 为 ,4,4s,4, 和 4s, 必须 满足 

妊 十 慨 十 及 十 如 十 如 二 g 二 8 

4 是 整数 的 唯一 可 能 解 是 四 个 上 等 于 1 而 另 一 个 等 于 2.4 的 顺序 是 
无 关 紧 要 的 . 为 了 方便 , 令 一 2 一 4 一 4 一 1,5 一 2. 因 为 恒 等 元 的 
特征 标 等 于 不 可 约 表示 的 维 数 , 故 容易 得 出 特征 标 表 的 第 一 列 为 
T9119152 

表 的 第 一 行 也 容易 写 出 ,只 要 把 每 一 类 的 特征 标记 为 1, 因 为 
它 对 应 于 恒 等 表 示 . 由 于 一 维 表示 就 是 它 的 特征 标 , 故 对 表示 7 
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到 7 中, 特征 标 自身 要 满足 乘法 表 . 于 是 ,平方 等 于 的 元 素 ( 例 如 
04,ms,0, 等 ), 其 特征 标 只 能 是 土 1. 由 于 同类 元 素 具 有 相同 的 特征 
标 , 故 m 和 mm 或 和 的 特征 标 都 由 1 表示 或 都 由 一 1 表示 . 群 
Cu 的 乘法 表 ( 第 一 章 表 4) 表 明 ,mm 一 02( 或 wo 一 CD ,在 所 有 一 维 
表示 中 XCD 必 等 于 十 1, 由 此 可 得 出 ?2.7 和 74 中 的 03 的 特征 
标 值 ， 

对 C4 和 这 两 个 元 率 , 因 为 (0)? 二 (0})?=04, 且 已 知 X(09) 
三 十 1, 故 X(C) 和 X《Ci) 对 7T®、TS 和 TH 只 能 等 于 土 1. 现在 利用 
正 交 性 关系 ,每 一 行 特征 标 必 与 以 前 各 行 正 交 , 并 满足 归 一 化 条 件 
§ 8(2) 式 或 (5) 式 . 在 表示 TH、7S 和 7T% 中 ,把 类 Bw、 和 三 
类 中 任 一 类 的 特征 标 取 作 十 1, 另 两 类 的 特征 标 取 作 一 1, 就 可 满足 
正 交 性 关系 , 这 就 完全 确定 了 头 四 个 表示 的 特征 标 . 只 要 利用 列 的 
正 交 性 关系 (6) 或 (7) 式 ,就 能 得 出 第 五 行 ( 表 5). 

表 5 群 0 的 特征 标 表 


表示 


以 上 对 群 C。 所 作 的 讨论 是 有 普遍 意义 的 ,对 其 他 群 ,我 们 总 
可 以 象 上 面 指 出 的 那样 , 毫 不 费力 地 得 到 第 一 行 和 第 一 列 . 在 一 维 
表示 的 情况 下 ,其 余 待 填 之 数 可 充分 利用 群 表 确 定 . 在 维 数 大 于 1 
的 不 可 约 表示 情况 下 ,可 利用 行 和 列 的 正 交 性 关系 ， 


$13 不 可 约 表示 的 基 函 数 的 正 交 性 


现在 我 们 转 而 注意 生成 群 的 不 可 约 表示 的 基 函 数 的 性 质 . 我 
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们 将 利用 不 可 约 表示 的 正 交 性 关系 6(8) 式 证 明 ,属于 两 个 不 等 
价 不 可 约 表 示 的 基 函 教 是 正 交 的 . 

设 函 数 w2 (r)( 以 下 省 略 函 散 的 宗 量 ~) 按 不 可 约 表示 7@ 的 
第 * 行 变换 ,函数 $F 按 不 可 约 表示 ?9 的 第 ! 行 变换 , 即 


TPP = BTL A pL 
. (1) 
TDP = PTY A YD 


对 所 有 4EG 成 立 . 又 假定 算 符 了 (4) 是 么 正 的 ,因而 有 
(989 ,WP) = (TA GP ,TA YD) (2) 
将 (1) 式 代入 上 式 得 


(pH) = TLD PL, STH CAD) 
= D2) 278 HTH A (ph, WD) 


对 所 有 4E G 成 立 . 如 果 假 定 每 一 个 表示 的 基 函 数 是 正 交 归 一 的 ， 
对 上 式 遍 及 群 元 素 求 平均 ,并 利用 正 交 性 关系 6(8) ,得 


(p80) = DD) TG" TEA) Cp ,9) 
EGG a 和 
= 5 TuCph,p) 


一 起 忆 es) (3) 


上 式 表 明 ,按照 么 正 的 不 可 约 表 示 变 换 的 任何 一 对 函数 是 正 交 的 ， 
除非 它们 按 相同 表示 (或 等 价 表示 ) 的 相同 的 行 变换 . 


$14 ”表示 的 直 积 


1. 走 积 表示 
考虑 群 G 的 两 个 (可 约 或 不 可 约 ) 表 示 ?9 和 ?9. 取 这 两 个 表 
示 和 矩阵 的 直 积 
TEX2(4) = T28(4)TE(4)， 对 所 有 AEG (1) 
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可 以 证 明 , 直 积 ?ex? 也 是 一 个 表示 , 事实 上 ， 
CTGxP(4)ZGxXP(B)Jum = DI TE (A THD (BY 


= DTP TP LA TRB)THB) 
= DTE (ATE (BY PTH CATHB) 


=(TOA THB JTH A TH BD), 


=TH(AB)TH (AB)) 
=7T8 (4B) (2) 
由 此 得 TEXPD(AITEXDB) = TGXD (AB) (3) 


这 就 证 明了 Zex? 是 一 个 表示 , 即 两 个 表示 的 直 积 是 一 个 表示 , 记 
为 
TEXD = TO ®@ TD (4) 
2. 直 积 表示 的 特征 标 
直 积 表示 的 特征 标 由 下 式 给 出 : 


YXY6xPD(4) = TCD (4) 一 D784) DTP C4) 
加 7 


一 xo(4)X(4) (5) 
换 句 话说 ,对 于 一 个 给 定 的 群 元 豪 , 直 积 表示 ?6x2(47 的 特征 标 简 
单 地 就 是 这 两 个 表示 7(4) 和 TH(4) 的 特征 标 之 积 . 

3. 直 积 表示 的 约 化 

如 果 7 和 7 是 不 可 约 的 ,一 般 地 , 维 数 为 芭 的 表示 了 942 
未 必 是 不 可 约 的 . 

车 T® 和 7TH 可 约 , 则 直 积 表示 一 定 可 约 . 如 果 知 道 它 的 特征 
标 ,就 可 使 之 约 化 .车 

Ton = Slap (6) 
则 从 $ 9(5) 式 和 本 节 (5) 式 可 得 
ap 和 
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a 
= 2 XX (7) 


作为 例子 ,考虑 群 D3 的 表示 的 直 积 7 中 @7T. 从 (5) 式 和 表 4 可 知 ， 
四 维 直 积 表示 ?sx3?3 的 特征 标 由 下 式 给 出 

XeGx3 = (4,0,1) 
由 (7) 式 可 求 得 


m=iXUX1IX4+3xX1xX0t2X1XD=1 


= 二 XCGLX1IX4+3x(C-DXxo+2xlxID=1 


m=X X22xX4+3X0x0+2X (DXD=1 


于 是 全 Gx3) 一 人 (3) 四 T® = TY 由 人 (2) 由 T® (8) 
4. 直 积 表示 的 基 范 数 
只 要 取 各 不 可 约 表示 的 基 函 数 的 所 有 可 能 的 乘积 就 可 得 到 直 
积 表示 的 基 函 数 . 例如 , 令 {pP, 8?，…, 9g) 为 不 可 约 表示 Te 的 
基 , (WN $V，… ,好 ) 是 不 可 约 表示 70 的 基 , 则 表示 7%? 一 7%@ 
zw 有 个 基 函 数 
fu= gp, (1SESEG ll) (9) 
如 果 函 数 fo 按 不 可 约 表示 7% 的 第 行 变换 ,W? 按 不 可 约 
表示 z9 的 第 ! 行 变换 , 即 有 (1) 式 , 则 函数 人 = wpoyfp 按 直 积 表 
示 TOOTD=7T6xXD) 变 换 ， 即 


T(A) {9P¥7) = TP 4) {Py} (10) 
注意 到 (1) 式 ， 则 .上 式 成 为 
T(A) {pp) = 六 vecomg (4) {po} 


R=】 a=] 
和 Pew rp 


=T(4)98 + T(A) YD? 
其 中 最 后 一 步 用 了 (1) 式 .上 式 显示 出 算 符 对 直 积 空间 的 函数 是 如 
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何 作用 的 . 由 基 函 数 {fe)} 张 成 的 二 维 空间 是 分 别 由 基 函 数 {p8) 
和 {y) 张 成 的 空间 的 直 积 . 


815 直 积 群 的 表示 


1, 直 积 群 的 表示 
在 这 一 节 , 我 们 考虑 两 个 相互 对 易 的 子 群 的 直 积 群 的 表示 ， 
设 卫 = {8B 志 可 ,H2,… 可) 和 =={8 二 Ki,Ki,… ,Ks) 分 别 是 
阶 数 为 和 * 的 两 个 群 ,有 的 所 有 元 素 与 K 的 所 有 元 素 对 易 . 把 
它们 的 y= 记 阶 直 积 群 记 作 G=H@K= {8 二 Gu, Gy ,Gus Gm， 
Ga) ,其 中 
Gj= Hkj, Gu = Hank,, Gn 一 万 区 (1) 
令 HHa=H,,KjK,= Ks 则 
GiGm = (HiK,) (HK,) 
= (HH") (KjK,) 
=H,K, = Gn (2) 
令 7% 是 五 的 一 个 表示 ,7 是 K 的 一 个 表示 , 即 
TOBAITOHY) 一 ?OCR ) 
TORITOK) 一 人 OK 
由 群 刀 和 群 天 的 表示 矩阵 7w (及 和 zw(K) 的 直 积 可 定义 一 个 
新 的 矩阵 


(3) 


TO(GH) = THH,) @ THKY) (4) 
可 以 证 明 , 和 矩阵 TCGw) 的 集合 构成 直 积 群 5 的 一 个 表示 . 事实 
上 ,从 (4) 式 63) 式 及 第 二 章 $ 12(16) 式 可 得 、 
了 (CCn) =7TW(H,) ® TY(K,) 

=[T®(H)ITO(H.)] Q@ [TOKETHEK,)) 

=[T®(H;) @TVKITHH.) ® THK,)] 

=TO (GTO Gn) (5) 
比较 (2) 式 与 (5) 式 可 知 ,TP(Gw) 的 集合 确 是 一 个 表示 , 称 为 直 积 
群 6= HC@K 的 表示 7T®. 因此 ,两 个 相互 对 易 的 群 的 表示 的 直 积 
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是 其 直 积 群 的 一 个 表示 , 即 
TW = TH ® TH (6) 
2. 直 积 群 表示 的 特征 标 
容易 证 明 , (6) 式 所 示 的 直 积 群 表示 的 特征 标 是 7% 和 7% 的 
特征 标的 乘积 .事实 上 ,对 元 素 二 五 Kj, 有 
ZXoO(G) = DTY Gs) 


= 》 THEAH)TE CE) 


=XW(H)XV EK)) (7) 
直 积 群 表示 的 特征 标 表 容 易 得 到 , 行 和 列 用 一 对 关于 子 群 刀 
和 上 的 指标 标记 , 表 中 每 一 个 行列 交叉 位 置 的 数 由 每 一 子 群 的 特 
征 标 表 的 对 应 项 相 乘 得 到 . 
例如 ,考虑 两 个 二 阶 群 五 一 {B,mz) 和 天 一 {B,m)， 和 以 前 一 
样 ,mz 和 mm 分 别 代表 对 = 轴 和 3 轴 的 反射 ,因为 m: 与 mw 对 易 , 可 
以 取 五 和 K 的 直 积 得 到 一 个 四 阶 群 6 一 有 GOK ,其 元 素 为 8,4 二 
Bm=m, B= mE= mC= mn. 可 由 fH 和 kK 的 特征 标 表 直 接 得 到 
4 的 特征 标 表 如 下 . 
表 6 表 7 
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3. 直 积 群 表示 是 不 可 约 表 示 的 条 件 

可 以 证 明 , 若 T® 和 7T% 分 别 是 了 和 K 的 不 可 约 表示 , 则 直 积 
TW 二 TW6@T% 是 K 的 不 可 约 表 示 . 根据 不 可 约 表示 的 判 据 $10 
(3) 式 ,对 瑟 和 我 们 有 


DLA CH) 一 天 
HER (8) 


DO GNXO G0 一 天 


KEG 
取 上 面 两 个 等 式 两 边 的 积 ,得 到 
> > [YoCHDXO(CGD)]LXw "CEFDXe (G1 = = yg 


而 ERKIEG 
注意 到 (7) 式 ,上 式 化 为 
PPGN)YP" Gy) 一 9 (9) 


0€0 

上 式 满 足 $ 10(3) 式 , 故 ?o 是 直 积 群 G 的 不 可 约 表示 ， 

若 刀 的 表示 ?9 或 K 的 表示 7 中 是 可 约 的 , 则 直 积 表示 K 是 
可 约 的 ， 

4. 直 积 群 的 所 有 不 可 约 表示 都 是 其 子 群 的 不 可 约 表示 的 直 积 

现在 我 们 证 明 ,G 的 所 有 的 不 可 约 表示 都 是 和 K 的 不 可 约 
表示 的 直 积 . 令 五 的 不 可 约 表示 有 G; 个 , 维 数 分 别 为 各 ,1 约 ,…， 
! 拘 ,而 kK 有 C, 个 不 可 约 表 示 , 维 数 分 别 是 名 ,名 ,… 克 ,于 是 由 
§ 11(10) 式 ,有 
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DUP 一 


证 1 


PPT = 
j=l1 
我 们 知道 , 直 积 群 0 的 不 可 约 表示 的 维 数 是 


全 = 
现在 考虑 G 的 不 可 约 表示 维 数 的 平方 和 : 


D1 DPT = 5 PPT 
i=1 j=1 后 1 j=l 
一 大 一 9 
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或 写成 ce- = 一? (10) 


式 中 采用 记号 号 = 外 代表 G 的 不 可 约 表 示 的 维 数 . 若 以 c, 代表 
G 的 不 可 约 表 示 的 个 数 , 则 有 
Cr 一 CC 

以 上 结果 表明 ,石和 的 不 可 约 表示 的 直 积 穷尽 了 (包含 了 )G 的 
所 有 不 可 约 表示 , 亦 即 没有 一 个 G 的 不 可 约 表 示 不 能 表 为 五 和 KK 
的 不 可 约 表示 的 直 积 . 这 一 结果 在 直 积 群 中 非常 重要 . 因为 如 果 G 
可 以 表 为 两 个 或 多 个 子 群 的 直 积 时 , 它 将 帮助 我 们 由 较 小 的 群 的 
不 可 约 表示 构造 较 大 群 G 的 全 部 不 可 约 表示 . 

5. 直 积 群 表示 的 基 函 数 

G 的 可 约 或 不 可 约 表示 Z9 的 基 函 数 ,可 以 取 为 互 和 K 的 相 
应 表示 Tw 和 7@% 的 基 函 数 的 乘积 . 换言之 ,表示 ?@ 的 希 尔 伯 特 
空间 正好 是 表示 ?和 了 2 的 希 尔 伯 特 空间 的 直 积 . 

让 我 们 以 {gr,92，… 9)} 代 表 272 的 !9 志 a 个 基 函 数 ,以 { 办 ， 
名，… 狼 } 代 表 7 的 色 反 个 基 函 数 . 于 是 6 的 表示 7 中 =7T%@ 
2Z9 有 弛 个 基 函 数 {f}) ,其 中 
fm= ph 1S<m<a 1<n<b 12) 
车 G 的 元 察 为 Gm= H,K,, 则 其 表示 算 符 对 函数 fm 的 作用 由 下 式 
给 出 : 

T(Gn) pa =T (Gn) fm 


ab 
= DTW Gn)f 
?0=] 
ob 
一 >) [TH)TH (Ko) jp 
ei 


可 6 
= > TOH)p > TOK I 
?一 】 一 】 


=7T(H,)9AT (Ke) (13) 


可 见 , 两 个 因子 群 的 算 符 只 作用 于 它们 各 自 的 希 尔 伯 特 空间 . 
112 


816 广义 投影 算 符 


对 于 群 9, 有 一 个 表示 空间 , 若 群 的 第 ; 个 不 可 约 表示 ?9 的 

基 函 数 是 {922), 则 
了 (4)9 = STE (A) PP 

其 中 wp 称 为 不 可 约 表示 ?9 的 第 上 列 基 函 数 ,因为 它 与 7 的 第 
丰 列 矩阵 元 有 关 . 

将 上 式 两 边 乘 以 7 和" (4) 并 对 群 元 素 4 取 和 ,利用 正 交 性 关 
系 8 6(8) 式 ,得 

DT TA) PP = 之 2 “(MT A GP 


4E9 


= 之 六 bg 印 
= 了 60 upY) 
五 Yo。 = DD 
或 了 2 (OTA) pH = dbupy (GD) 
定义 广义 投影 算 符 为 
Pa = 72°C) (2) 
9 4 
则 有 Pop = 66a9® (3) 
从 上 式 可 以 看 出 投影 算 符 的 几 个 性 质 : 


(了) 投影 算 符 P 名 作用 到 第 j(j 取 让 个 不 可 约 表 示 ?9 的 任何 
基 函 数 wp 上 结果 都 是 有 零 . 

(2) 投 影 算 符 P@ 作 用 到 第 i 个 不 可 约 表示 7 的 其 他 列 (4 列 ， 
4 入 n) 的 基 函 数 wm 上 ,结果 也 是 零 . 

〈3) 投 影 算 符 P 咏 只 有 作用 到 第 i 个 不 可 约 表 示 7@ 的 第 za 列 
的 基 函 数 gp 上 ,结果 才 不 为 零 , 这 时 得 出 的 结果 是 第 n 列 的 基 
函数 wp 外. 

〈4) 当 mm 一 x 时 ,P 久 作用 到 wp2 上 仍 得 出 wp 
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设 表示 空间 的 任 一 矢量 (函数 )$ 为 
B= PCG Dp 
将 广义 投影 算 符 PB@ 作 用 于 上 式 , 并 注意 到 (3) 式 则 有 
P80 = DC POG 


= Dc, ja 
了 


=0(n,))9p® (4) 

因此 ,在 表示 空间 的 任 一 矢量 (函数 )9 受到 PB 作用 时 ,只 有 
线性 地 包含 在 $$ 中 的 wp 这 一 部 分 能 够 接受 它 的 作用 而 不 为 零 ， 
多 中 其 他 成 分 受 它 作用 后 一 律 为 零 . 因为 P@ 作 用 在 函数 的 线性 组 
合 上 具有 从 中 挑选 出 某 一 确定 函数 的 作用 , 故 称 P88 为 投影 算 符 . 
PR 选择 出 pp 并 得 出 pp, 而 P8 选 择 出 mp 加 以 作用 ,得 出 结果 
gO, 

由 此 立即 看 到 投影 算 符 的 一 个 用 处 .. 如 果 已 知 群 的 一 个 不 可 
约 表示 矩阵 7T@(4) ,那么 就 确定 了 P&. 这 时 只 要 知道 这 个 表示 的 
一 个 列 的 基 函 数 , 例 如 gp4 ,我 们 就 可 以 用 投影 算 符 作用 在 这 个 基 
函数 上 而 得 到 ?9 的 属于 其 它 各 列 的 基 函 数 p,m 二 1 ,2,……， 

甚至 当 ?9 的 基 函 数 我 们 一 个 也 不 知道 的 情况 下 ,在 表示 堂 
间 中 随便 取 一 个 矢量 ,只 要 其 中 包含 有 w2, 则 用 投影 算 符 作用 于 
此 矢量 时 就 能 选 出 其 中 的 w2 ,从 而 可 以 求 出 全 部 的 基 函 数 ， 

如 果 我 们 有 一 个 群 的 一 个 可 约 表示 ,通过 特征 标的 讨论 可 以 
知道 这 个 可 约 表示 约 化 为 哪些 不 可 约 表 示 , 至 于 其 中 的 某 一 个 不 
可 约 表示 的 基 函 数 是 什么 ,不 必 在 表示 空间 中 具体 寻找 不 变 子 空 
间 , 这 样 做 往往 是 费力 的 . 我 们 只 要 利用 投影 算 符 ,立即 可 以 在 原 
来 的 可 约 的 表示 空间 中 ,选用 指定 的 不 可 约 表 示 的 基 函 数 . 
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第 四 章 ”连续 群 及 其 表示 


在 第 一 章 中 ,介绍 了 有 限 群 和 无 限 群 的 概念 ,我 们 已 经 知道 ， 
元 兹 数目 有 限 的 群 称 为 有 限 群 ,而 元 索 数目 无 限 的 群 则 称 为 无 限 
群 . 无 限 群 又 分 为 两 类 , 即 

分 立 的 无 限 群 一 一 群 元 豪 数 目 是 可 数 无 限 的 ; 

连续 的 无 限 群 一 一 群 元 素数 目 是 不 可 数 无 限 的 . 

第 一 章 和 第 三 章 关 于 群 和 有 限 群 表示 理论 对 分 立 的 无 限 群 仍 
有 效 . 但 当 我 们 处 理 连 续 群 时 则 要 作 一 些 修正 ,并 且 要 引入 许多 新 
的 概念 ,例如 无 穷 小 生成 元 和 无 穷 小 算 符 , 李 群 和 李 代 数 ,等 等 .本 
章 讨论 连续 群 及 其 表示 理论 . 


§ 1 连续 群 和 李 群 


1. 连续 群 
连续 群 的 元 素 可 以 用 一 组 实 参 数 m,o, …，,o, 表征 , 记 为 6 
(oaz，…，a) ,其 中 至 少 有 一 个 参数 在 一 定 的 区 间 上 连续 地 变化 ， 
这 组 参数 对 表征 群 的 全 部 元 察 应 该 是 充分 且 必 要 的 . 设 连 续 参 数 
数目 为 -(1<r<n) ,车 7 是 有 限 的 , 则 称 7 为 连续 群 的 阶 (order) 或 
维 (dimension) ,这 时 ,连续 群 是 有 限 维 的 . 
连续 群 的 例子 . . 
[ 例 1] 全 部 实数 的 集合 组 成 一 阶 连续 群 . 因为 任何 实数 可 由 
一 个 参数 (例如 z) 表 征 ,z 在 区 间 ( 一 ,co) 上 取 值 . 
[ 例 2] 考虑 变数 > 的 如 下 线性 变换 
忆 一 az 十 8，a 按 (一 coyco)，a 天 0 (1) 
所 有 这 种 变换 的 集合 是 一 个 二 参数 的 群 , 其 元 豪 可 记 为 
T(a,b)z =z =az+i+b (2) 
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我 们 来 考察 群 的 组 合 律 . 注意 到 
Ta1,b)T (a2,b2)z =T (a1,b1) (azz 十 加 ) 
一 ci(ez 十 b) 二 by 
一 alazz 十 (aibz 十 b) (3) 
因而 T(a3,b3) = Ta1,b)T(a2,b2) = Tla1a2,a1b; + b1) (4) 
故 组 合 律 为 


， as 一 ald2， b= ab 二 hh (5) 
由 (2) 式 可 以 看 出 , 恒 等 元 是 7(1,0) ,这 是 因为 
T(1,0)z 一 z (6) 
而 且 ,T(o,2) 的 逆 2 :Co,b) 由 下 式 给 出 
Te,0) 二 Tri(aD 一 7( 二 ,二 多 (7) 
即 c=2, d== (8) 
值得 注意 , (5) 式 中 os 和 5s 是 a1,5,a2,5z 的 解析 函数 , (8) 式 中 <。 
和 4 是 4 与 5 的 解析 函数 . 
[ 例 引 ] 三 维 实 矢量 空间 中 ,所 有 形 如 
z=7z+a, y=y+b, #2+e (9) 


的 位 移 的 集合 是 一 个 三 参数 的 连续 群 . 如 果 用 T(a,8,c) 记 平移 算 
符 , 则 恒 等 元 记 为 T7(0,0,0) ,而 7T(a,5,c) 的 逆 是 


Ti(a,byc) = T(— a, —b, — ce) (10) 
[ 例 4] 考虑 两 个 变数 的 齐 次 线性 变换 
Tt 一 aiaz 十 ay } dy 
¥ = a 十 gry 
其 矢量 形式 为 ， 
m 一 4r (12) 
其 中 detA= laj| 关 0 (13). 


当 满 足 条 件 (13) 式 时 ,了 到 所 有 可 能 的 实数 值 s, 便 得 到 变换 (11) 
式 . 所 有 这 样 的 变换 的 集合 是 一 个 四 参数 的 连续 群 , 称 为 二 维 线性 
群 , 记 为 GL(2). 此 群 与 所 有 二 阶 非 奇 矩阵 组 成 的 群 同 构 . 
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[ 例 5] 考虑 4 个 变数 的 线性 齐 次 变换 ( 例 4 的 推广 ): 
= De 1<i<r, lulz 0 (14) 


所 有 这 样 的 变换 的 集合 是 一 个 妈 个 参数 的 连续 群 , 称 为 zx 维 线性 
群 , 记 为 GL(n). 此 群 与 所 有 xz 阶 非 奇异 矩阵 组 成 的 群 同 构 . 
[ 例 6] 绕 一 个 轴 的 所 有 转动 的 集合 是 一 阶 连续 群 , 记 为 50， 
或 80(2). 其 参数 可 选 为 转动 角 6, 取 值 区 间 为 (一 rz,m) 或 (0,2)， 
[ 例 7] 绕 三 维 空间 一 固定 点 的 所 有 轴 的 转动 的 集合 是 一 个 
三 阶 连续 群 , 记 为 S0s 或 80(3) , 群 元 素 可 用 欧 拉 (Euler) 角 a,p,y 
表征 . 
2. 李 群 
设 连 续 群 的 元 素 rzz,… 依 赖 于 7 个 参数 ,可 表 为 明显 形式 ， 
Zaidd2 Gr), 72 = zo(bi,b2,*"* ,br) 
群 元 素 的 乘积 及 逆 表 为 
2zl172 王 Z3(CCicz yc)》 (15) 
ZT! =x(d ,d,sd,) (16) 
它们 也 是 群 的 一 个 元 素 . 因此 ,新 参数 和 必须 表示 为 a 和 % 
的 通 数 


G ci(a1 ,02 ,01 3b1, bos" ,b,) (17) 

& di(a1, 2 ,0,) (18) 
其 中 1<i<r. 如 果 6 是 a 和 纪 的 解析 函数 ,a; 是 a 的 解析 函数 ， 
则 称 此 连续 群 为 7 维 李 群 (Lie group). 


如 果 取 群 中 任 一 元 素 并 连续 地 改变 其 参数 可 以 使 它 变 到 恒 等 
元 素 , 则 称 此 李 群 是 连通 的 (connected). 如 果 群 的 元 素 的 每 一 个 无 
穷 序 列 都 在 群 内 有 极限 元 素 , 则 称 此 李 群 是 紧 致 的 (compact). 一 
个 群 如 果 有 非 平庸 的 不 变 子 群 , 则 称 为 简单 群 (simple group). 一 个 
群 昌 有 不 变 子 群 ,但 其 中 没有 一 个 是 阿 贝尔 群 , 则 称 为 半 简 单 群 
《semisimple group). 单 群 和 半 单 群 的 概念 用 于 李 群 时 ,必须 加 上 分 
立 的 不 变 子 群 不 连通 的 条 件 . 

可 以 证 明 ,任何 半 简 单 的 、 连 通 的 李 群 可 以 看 作 是 简单 李 群 的 
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直 积 ,而 且 , 和 任何 非 简单 的 ,连通 的 、 紧 致 的 李 群 可 以 看 作 是 半 单 群 
与 一 个 参数 的 紧 致 群 的 直 积 . 所 以 ,今后 我 们 将 限于 讨论 简单 
的 、 连 通 的 、 紧 致 的 李 群 ,简称 为 李 群 . 

在 第 三 章 讨论 过 的 正 交 性 关系 及 由 它 而 得 的 所 有 结果 ,对 紧 
致 群 仍然 有 效 . 特别 是 ,表示 的 概念 ,不 可 约 性 和 特征 标的 概念 都 
不 变 . 表示 的 矩阵 元 和 特征 标 应 该 是 群 参数 的 连续 函数 D8 (ooz， 
…o) 和 Xe (ya yq) 对 连续 群 , 人 们 不 再 有 有 限 的 特征 标 
表 , 因 为 连续 群 的 类 数 是 无 穷 的 ,并 且 象 群 元 京 本 身 那样 ,类 也 是 
连续 分 布 的 . 虽然 不 可 约 表示 一 般 是 有 限 的 ,但 不 等 价 不 可 约 表示 
的 数目 也 是 无 限 的 ,不 可 约 表示 的 数目 无 限 意味 着 任 一 函数 按 属 
于 不 可 约 表示 的 函数 展开 时 项 数 是 无 限 的 . 


§ 2 连续 群 的 生成 元 和 无 穷 小 算 符 


1. 生 成 元 
参数 为 a1,a2,… ,a, 的 7 维 连续 群 具 有 无 穷 多 个 群 元素 , 但 是 
群 的 大 部 分 性 质 则 可 由 有 限 个 (7 个 ) 算 符 推出 . 为 了 得 到 这 些 无 
穷 小 算 符 ,我 们 先 讨论 群 的 无 穷 小 生成 元 . 
选取 李 群 的 连续 参数 比较 方便 的 方法 是 :使 单位 元 的 象 是 参 
数 空间 的 原点 , 即 
z(0,0,.…,0) 三 e (1) 
如 果 这 样 选取 参数 , 则 由 于 李 群 的 解析 性 质 , 僻 近 单位 元 的 元 素 可 
以 写作 
z(0,0,°% 583° ,0) 2z(0,0, ,0) + ial(0,0,.%,0) 
=e + yl : (2) 
此 式 准 确 到 的 一 级 近似 ,参数 为 实数 , 且 |s|<1. 由 上 式 可 求 
得 


@ 任何 一 个 参数 的 群 都 是 阿 贝尔 群 . 例如 参阅 Roman, Advanced Quantum 
Theory , Appendix 2,P. 665. 
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ne 


ea 


万 = lim[ 寺 {z(0，ep 0) 一 z(00,0…;0))] (3) 
0 


李 群 的 全 部 性 质 可 由 这 > 个 算 符 (1<j<7r) 推 出 ,而 它们 只 需 在 
群 的 单位 元 附近 加 以 定义 . 
通过 相继 应 用 乘法 法 则 ,我 们 可 以 得 到 与 单位 元 相隔 一 有 限 
距离 的 群 元 京 .例如 我 们 希望 生成 群 的 元 素 (0,… ,oj ,0) ,让 
我 们 把 a; 写作 aj=Nej, 这 里 是 一 个 大 的 正 整数 ,使 得 5 是 一 个 
小 量 . 于 是 
z(0，… ,09°" 0) 一 [z(0，… 90jy 
一 [e 十 ie 
= [e+ iN (4) 
让 X 趋 于 无 穷 ,利用 代数 恒等式 
lim(1+ 有 = 
则 (4) 式 可 化 为 
z(0,°% sj 10) = ey (5) 
这 个 结果 是 准确 的 .上 式 右 边 的 指数 函数 应 理解 为 与 1 的 舌 级 数 
展开 形式 上 等 价 . 
我 们 可 以 把 上 述 结果 推广 到 群 的 一 般 元 素 


z(auoa yo) = exp[ > ia] (6) 


赋 于 诸 参 数 a; 在 各 自 指定 的 变化 区 间 上 的 各 种 值 ,我们 可 以 得 到 
李 群 包含 单位 元 的 子 集 中 的 所 有 元 京 . 因而 把 > 个 算 符 (1<j<< 
7) 称 为 李 群 的 无 穷 小 生成 元 (infinitesimal generators) , 它 与 参数 无 
关 , 显然 ,具有 个 连续 参数 的 李 群 有 7 个 生成 元 . 

无 穷 小 生成 元 具有 如 下 关系 : 


[7] = PO, pop 一 1)2o (7) 
3=1 


称 为 Lie-Cartan 关系 ,其 中 系数 0% 称 为 群 的 结构 常数 ,具有 如 下 
性 质 : 
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C0% =— 0%, (8) 
C2C6 十 Co + C0% = 0 (9) 
给 定 满足 (8) 和 (C9) 式 的 任何 一 组 结构 常数 ,无 穷 小 生成 元 就 被 唯 
一 地 确定 ,并 且 通 过 这 些 生 成 元 唯一 地 确定 李 群 . 
2. 无 穷 小 算 符 
如 果 我 们 限于 讨论 连通 的 、 紧 致 的 李 群 , 则 有 如 下 的 定理 (只 
陈述 ,不 证 明 ): 李 群 的 每 一 个 表示 都 是 么 正 的 (或 有 等 价 的 么 正 表 
示 ), 因 为 它们 或 是 不 可 约 的 ,或 是 完全 可 约 的 .这 样 ,在 任何 表示 
中 , 群 元 素 (2) 和 (6) 式 的 象 可 以 分 别 写作 
D(E) =B+i2 lel<1 (10) 


D(a) 一 exp(G p32 (11) 


其 中 是 无 穷 小 生成 元 的 表示 (用 相同 的 符号 )， 称 为 无 穷 小 算 符 
(infinitesimal operators) ,它们 是 4Xd 维和 矩阵 ,而 4 是 表示 的 维 数 ,8 
是 4Xa 维 单位 矩阵 . 
因为 D(a) 是 么 正 的 ,而 aj 又 是 实数 , 故 1; 必 是 厄 密 的 . 事实 
上 ,由 么 正 条 件 及 (10) 式 ,我 们 有 
1=D+D=(1 +iD))+t (+ iD)sl)) 
=(1 — i150 +iD la) 
1+iD)s( — 1) 
由 此 得 I =1, j=1,2,°,7 (12) 
可 见 ,无 穷 小 算 符 是 厄 密 的 . 
下 面 陈述 几 个 关于 无 穷 小 算 符 的 定理 ,不 作证 明 . 
定理 ”如 果 一 个 群 有 两 个 表示 ,它们 具有 相同 的 无 穷 小 算 符 ， 
那么 这 两 个 表示 是 相同 的 表示 . 
定理 ”对 群 的 任何 表示 ,无 穷 小 算 符 1; 满足 (7) 式 表示 的 对 
易 关 系 , 即 李 群 的 无 穷 小 算 符 的 对 易 子 是 其 无 穷 小 算 符 的 线性 组 


合 .类 似 于 有 限 群 的 乘法 表 , 李 群 的 无 穷 小 算 符 的 对 易 子 完全 确定 
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李 群 的 结构 , 故 系数 以 称 为 李 群 的 结构 常数 ,它们 是 李 群 的 固有 
性 质 ,与 表示 无 关 , 即 对 群 的 所 有 表示 ,它们 都 是 相同 的 . 然而 它们 
不 是 唯一 的 ,因为 李 群 的 生成 元 本 身 不 是 唯一 的 . 

定理 算 符 7; 的 集合 如 果 满 足 (7) 式 , 则 它们 是 群 的 无 穷 小 
算 符 . 

由 以 上 定理 可 推 知 , 如 果 群 已 给 定 , 即 如 果 结 构 常数 全 部 已 确 
定 , 那 末 求 李 群 的 a 维 表示 的 问题 就 变 成 求 满足 (7) 式 的 7 个 矩阵 
,12,…,7, 的 集合 ,其 中 每 一 个 矩阵 具有 d 行 和 4 列 . 

从 以 上 定理 还 可 知道 ,连续 群 的 研究 比 有 限 群 更 为 简便 ,因为 
只 须 研究 无 穷 小 算 符 代 数 . 在 某 种 意义 上 , 群 表 被 结构 常数 所 代 
替 . 

如 果 定 义 无 穷 小 生成 元 的 对 易 子 [7,,7,] 为 “ 李 乘 积 ”, 则 由 (7) 
式 可 知 , 李 群 的 无 穷 小 生成 元 组 成 的 集合 ,在 李 乘 积 下 是 封闭 的 . 
我 们 称 这 个 集合 为 李 代数 (Lie algebra). 这 就 是 说 ,我 们 把 线性 无 
关 的 7 个 无 穷 小 生成 元 1; 看 作 是 李 代 数 的 基 (basis). 这 些 基 元 罕 
的 任何 线性 组 合 被 认为 是 李 代数 的 一 个 元 素 . 李 代 数 和 李 群 是 一 
一 对 应 的 . 李 代数 的 重要 性 在 于 这 样 一 个 事实 :研究 李 代 数 的 一 个 
卸 阵 表示 ,就 能 生成 李 群 的 一 个 表示 . 例如 , 若 我 们 能 找到 一 组 
个 4 阶 方 阵 ,它们 满足 具有 给 定 结 构 常数 的 对 易 关 系 (7) 式 , 则 把 
它们 当 作 石 代 入 (11) 式 ,就 可 生成 李 群 的 一 个 4 维 表示 . 我 们 可 
以 把 它 当 作 一 个 一 般 法 则 : 李 代数 的 一 个 表示 可 用 以 生成 相应 李 
群 的 一 个 表示 . 因此 对 李 群 的 研究 可 以 通过 对 李 代数 的 研究 而 实 
现 ,具有 相同 的 李 代 数 的 诸 李 群 彼 此 定 域 地 同 构 (locally 
isomorphism). 因此 ,通过 对 李 代 数 的 研究 可 以 对 李 群 的 性 质 有 相 
当 充 分 的 了 解 . 

与 李 代数 所 有 算 符 都 对 易 ( 即 李 乘 积 为 零 ) 的 算 符 , 称 为 卡 塞 
米尔 (Casimir) 算 符 , 用 C 表示 , 即 有 

[c, 站 =0，7=1,2，…7 (13) 

李 代数 中 彼此 对 易 的 算 符 的 最 大 个 数 称 为 李 代数 的 秩 

《rank). 秩 为 ! 的 李 代数 有 ?个 卡 塞 米尔 算 符 . 
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在 许多 情况 下 ,利用 无 穷 小 生成 元 适当 的 线性 组 合作 基 是 方 
便 的 . 在 这 个 基 中 ,Lie-Cartan 关系 取 Ionides 形式 : 
[77] 一 1S hsp = 1,2,°% ,7 (14) 
其 中 所 有 的 fm 是 实数 ,并 且 对 三 个 指标 y.v、4 是 完全 反对 称 的 . 
证 w: 只 是 在 特殊 的 基 中 结构 常数 的 特殊 记号 . 在 这 个 特殊 形式 中 ， 
全 部 无 穷 小 生成 元 都 是 厄 密 的 . 
例如 , 群 So 的 无 穷 小 生成 元 为 
n=— zz 去 +z 这 
2 = 一 as 志 +a 刀 (15) 
和 一 一 4 埠 十 如 ] 


其 Lie-Cartan 关系 为 
[72,13] = (16) 
[71] =1 
但 ,1,1 不 是 厄 密 的 .如 果 令 
L=ill, L,= ti, L,= ily (17) 
则 Lie-Cartan 关系 的 Ionides 形式 为 
[Lh] =iL, | 


[712] 一 到 | 


[ZJ] =iL, 
[Ls Ls] =iL, 
这 是 角 动 量 算 符 所 满足 的 代数 关系 . 显然 , 王 , 厂 , 疡 是 厄 密 的 . 
由 (16) 式 或 (18) 式 可 知 , 群 50; 李 代 数 的 秩 !=1, 因 而 有 一 个 
卡 塞 米尔 算 符 . 注意 到 = 妈 十 王 十 下 与 L, 太 , 工 均 对 易 , 故 严 
就 是 卡 塞 米 尔 算 符 . 
不 难 验证 ， 
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(18) 


0 0 0 0 0 1 0 一 1 0 
5 0 一 1|,=i 让 0 0 0l,L=ill 0 0 
有 | 一 六 生生 0 0 0 

(19) 


满足 (18) 式 (其 中 z,y,z 分 别 换 成 1,2,3), 即 (19) 式 表示 的 3X3 
矩阵 满足 群 Sos 的 无 穷 小 生成 元 局 , 厂 , 盖 所 满足 的 代数 式 , 故 
(19) 式 所 示 的 3X 3 矩阵 是 群 80s 的 无 穷 小 生成 元 的 一 个 三 维 表 
示 , 即 是 群 SO: 的 无 穷 小 算 符 . 

又 如 群 SU; 的 无 穷 小 生成 元 为 


= 一 ta 妈 一 2 总 ) 
9 9 
12 = (na, = Ez (20) 
9 
l=— ila 起 十 妨 ) ] 


其 Lie-Cartan 关系 为 


[12,13] =21, 
[13,7] =21; 


[11,12] =21s 
(21) 


若 令 N= Fh T= Fh J= ls (22) 


则 Lie-Cartan 关系 的 Ionides 形式 为 
[7z] 一 zy7s 
[yz,ys] = | 
[7s,71] =i: 
比较 (18) 式 和 (23) 式 可 以 看 出 , 群 80, 的 李 代数 与 群 0 的 李 代 
数 相同 ,它们 彼此 同 构 . 实际 上 , 秩 :一 1 的 李 代 数 只 有 一 种 . 
不 难 验 证 ， 


eg | 0 1 | 0 一 a 1 0 
a- 坪 (: 小 = 二 hs 1 (24) 


满足 C137) = iapll (25) 


(23) 


与 (23) 式 一 致 , 故 (24) 式 所 示 2X2 矩阵 是 群 0; 李 代数 的 二 维 矩 
阵 表 示 , 亦 即 群 0, 的 无 穷 小 算 符 . 设 5 一 20, 则 


和 0 一 # 1 0 
Ti 一 Ti = 旦 上 三 一 De (26) 


就 是 泡 利 (Pauli) 和 矩阵 . 
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1. 轴 转动 群 
有 一 个 圆 , 绕 垂直 于 它 所 在 的 平面 并 通过 其 圆心 的 轴 作 旋转 ， 
各 种 不 同 角度 的 转动 形成 一 个 集合 ,这 个 集合 的 每 一 个 元 素 可 以 
用 一 个 参数 标明 ,我 们 可 以 选 定 这 个 参数 为 区 间 [0,2z] 上 取 值 的 
转角 %. 很 明显 ,这 个 集合 是 一 个 单 参数 的 ,连续 的 ,连通 的 、 紧 臻 
的 李 群 ,而 且 是 一 个 阿 贝 尔 群 , 称 为 轴 转 动 群 , 记 作 8O? 或 80(2)， 
因为 旋转 wp 与 旋转 w 十 2rm(n 是 整数 ) 相 同 , 故 参数 空间 是 实数 轴 
的 子 集 [0,2r]. 
如 果 我 们 以 R(p) 代 表 此 群 的 元 素 , 则 组 合法 则 是 : 
Rg 十 6)， 当 p 十 6 之 2x 
AR) Co 6 一 2D， 当 p+6>2r 人 
即 如 果 BR) 一 BRCm)R(C9)， 则 ?一 mp 十 4( 当 ?<2r) ,或 ?一 pp 十 9 一 2r 
( 当 p 十 9 过 2r 时 )， 
此 和 群 的 单位 元 是 R(0) ,而 R(p) 的 逆 元 是 RC27 一 9). 
2. 不 可 约 表 示 
圆 所 在 的 平面 内 的 第 卡 儿 坐 标 系 (z,y) 在 群 50; 的 旋转 下 的 
变换 ,可 以 生成 群 的 一 个 表示 . 元 素 RC(p) 对 (z,y) 的 作用 由 下 式 给 


出 : 
zz _ /x _{ esp sinp\/z 
ze 人 = -2 i $2 


上 式 右 边 的 变换 矩阵 是 二 阶 正 交 和 矩阵 . 群 的 每 一 个 元 察 RCp) 对 应 
着 一 个 行列 式 为 十 1 的 2X 2 正 交 和 矩阵 ,这 种 对 应 显然 是 一 对 一 
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的 .所 有 行列 式 为 十 1 的 二 阶 正 交 和 矩阵 的 集合 是 一 个 群 , 它 与 轴 转 
动 群 同 构 , 故 提供 了 群 0, 的 一 个 二 维 表示 . 此 矩阵 群 也 用 同一 个 
符号 80, 记 之 . 
因为 轴 转 动 群 是 阿 贝 尔 群 , 它 的 全 部 不 可 约 表示 都 应 是 一 维 
的 .为 求 出 所 有 这 种 不 可 约 表示 ,我 们 必须 求 出 满足 
T(p+0) = 7T(9)T(0) } 
7(0)=1 
的 7T(p). 上 式 固定 9 相对 于 9 求 微分 ,得 到 
T'(gp +0)= 7T(9)T' (0) 


(3) 


然后 令 9 一 0, 得 
T'(9) = T(p)T' C0) 
Tp) 
或 Ty = (0) 
上 式 是 关于 TCgp) 的 微分 方程 ,其 解 为 
T(9) = er (4) 


上 式 已 满足 7(0)=1. 这 样 ,我 们 便 得 出 结论 : 群 80 的 不 可 约 表 
示 是 转动 角 9 的 指数 , 仅 当 和 (0) 是 纯 庶 整 数 时 ,7(9) 二 7 Cg 十 
2m). 因此 ,通常 定义 ， 
如 一 一 好 (0)， 和 由 一 0, 士 1, 士 2,… 
使 得 50, 的 连续 的 不 可 约 表 示 成 为 
T(9) 一 em (5) 
显然 ,这 样 的 表示 是 么 正 的 . 对 于 mm 的 每 一 个 整数 值 ,我 们 有 一 个 
由 (5) 式 给 出 的 80; 的 不 可 约 表示 
注意 ,车 m= 土 去 , 士 子 ,…, 那 么 ,我 们 可 以 得 到 在 0<p<4r 


上 连续 的 么 正 表 示 , 因 而 在 通常 的 范围 0<p<2r 内 ,表示 将 是 双 
值 的 (double value). 这 样 的 双 值 表 示 在 量子 力学 的 自 旋 描述 中 是 
需要 的 . 
5. 特征 标 
因为 表示 是 一 维 的 ,特征 标 与 表示 相同 ;又 因为 群 80: 的 每 一 
个 元 素 自 成 一 类 ( 阿 贝 尔 群 的 每 一 个 元 素 自 成 一 类 ) ,所 以 特征 标 
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是 
X=7(9) = em (6) 
它 是 参数 9 的 连续 函数 . 
关于 特征 标的 正 交 性 定理 (第 三 章 8 8(1) 式 ) 现 在 表示 为 积分 
形式 
[> (PX Cp)dp = 216wn (7) 


车 我 们 多 许多 值 表 示 , 风 
Xp) = er/2, x gp) 一 Em/3 
等 等 也 可 以 当 作 50 的 表示 ,因为 很 明显 ， 
Emp /eind)t 一 6 如 (9 十 六 作 

满足 群 的 腰 法 规则 , 式 中 上 是 任 一 整数 . 一 般 说 ,x Cp) =em" 是 
群 80, 的 值 表 示 . 然而 ,真实 物理 体系 的 数学 模型 ,只 有 单 值 表 
示 和 双 值 表 示 . 

4. 30: 的 生成 元 

由 于 群 80, 是 单 参数 群 , 故 它 只 有 一 个 生成 元 ,这 个 生成 元 依 
元 于 所 考虑 的 同 构 于 80。 的 群 .我 们 将 举 四 个 例子 说 明 这 点 ， 

[ 例 1) 所 有 复数 (explimg)} C0<q<2m,m 固定 ) 的 群 . 此 群 与 

50: 群 同 构 , 按 8 2(3) 式 ,生成 元 由 下 式 给 出 


= lim{ (explimg) — 1)} = 
T= lim{ij (pimg) 1)}=m (8) 


[ 例 2] 所 有 行列 式 为 ! 的 二 阶 正 交 矩阵 的 群 . 我 们 已 经 厦 到 
此 群 的 一 代表 元 可 以 写成 


[cosp sing] 
广 sing cosq] 
于 是 ,生成 元 为 
,lifesp singl_ /1 0 
z tim [sinp cosq) | 5 


0 om 
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这 是 通常 记 作 o 的 一 个 矩阵 . 
任 一 行列 式 为 1 的 2X2 正 交 和 矩阵 可 以 写作 
[cosp sing) 
三 sing cosg| 
事实 上 ,把 explipo,) 展 成 形式 上 的 指数 级 数 ,并 利用 泡 里 矩阵 的 
性 质 =8, 即 可 验证 上 式 . 
[ 例 3] 考虑 一 半径 为 4 的 圆 , 设 z 
表示 沿 圆周 的 距离 . 令 f 三 f(z).7(9) 
代表 把 函数 绕 通 过 圆心 并 与 圆 平面 垂 
直 的 轴 转 过 m 角 . 因为 了 只 定义 在 贺 5 
周 上 ,7(Cg) 的 作用 是 使 它 移动 一 个 下 
离 op( 见 图 4-1), 即 亦 图 4-1 
了 (Cop)f(z) = f(z 十 ag) 
于 是 ,生成 元 7 是 这 样 一 个 算 符 , 它 对 f(z) 的 作用 是 


1f (2) =lim{ LCT (9)f(z) — Bf(z)]} 
wip 


= exp(ipo,) (11) 


ap 


一 lim{ 寺 Cf(z + ag) — f(z))) 
wm0 49 


| = (12) 
可 见 , 生 成 元 是 
1 = 一 如 于 (13) 
注意 到 量子 力学 中 的 动量 算 符 一 一 站 羡 , 则 生成 元 可 表 为 
了 一 apu/ 有 (14) 


由 此 可 见 , 生 成 元 与 动量 算 符 p: 成 正比 .于 是 ,根据 8$ 2(6) 式 , 群 
的 一 个 算 符 可 以 写作 
了 (op) = exp(ipap:/#) (15) 
[ 例 4] 令 f 三 f(z,y), 而 算 符 TC(q) 如 (2) 式 那样 代表 坐标 系 
的 正 交 变换 .于 是 ,TC(p) 对 f 的 作用 是 
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了 (op) 了 (zy) 过 f(zcosp 十 ysing, 一 zsingp 十 ycosp) (16) 
这 样 ,生成 元 可 如 下 方法 求 得 


Jf Cz,9) =lim LET (9)F(2,9) — BF 29)] 
”09 


=lim LEf (acosp 十 ysing 一 zsing 十 ycosp) 
gig 


一 f(z,y)] 
= 血 估 [or 世 加 sp) 
了 3 
= ly yf (17) 
于 是 ,生成 元 是 1 一 一 i 是 一 s 铝 ) (18) 
注意 到 垂直 于 平面 (z,y) 的 角 动 量 分 量 算 符 L: 是 


a 


Re 9 
Ly 


> 

二 zP 一 yp 一 一 这 著 

则 生成 元 可 表 为 了 一 一 Ls/ (19) 

即 生 成 元 与 垂直 于 平面 (z,y) 的 角 动 量 分 量 算 符 :成 正比 .于 是 ， 
在 二 维 平面 (z,y) 内 ,坐标 的 正 交 变换 由 下 式 给 出 : 

T(p) = exp(— ipL,/#) (20) 


$4 三 维 转动 群 SO 


1. 群 0; 与 群 50s 
考虑 三 维 实 矢量 空间 (定义 在 实数 域 上 的 空间 ) 上 所 有 正 交 变 
换 


(1) 


21 =anz 十 alzzz 十 al3z3 
2Z2 一 G2171 十 q2272 十 a2323 


2 一 3121 十 aszzz 十 as3z3 
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om = 7 一 1,2,3 (2) 
合 , 即 保持 空间 中 任 两 失 量 的 标 积 不 变 
2 = 2 (3) 
的 线性 变换 的 集合 ,它们 构成 一 个 群 ， 以 0 或 0(3) 记 之 . 我们 又 
知道 ,所 有 3X3 正 交 和 矩阵 
es i (4) 


Qa dG21 (23 


Gy 032 933 
AA= AA=B (5) 
也 构成 一 个 群 ,此 群 与 群 0; 同 构 . 
若 取 上 式 两 边 的 行列 式 值 ,并 注意 到 


detA = detA (6) 
我 们 得 到 (detA)?= 1 
或 det4 一 土 1 (7) 


于 是 , 群 0; 的 抢 阵 分 成 两 组 ,一 组 行列 式 为 十 1, 另 一 组 行列 
式 为 一 1. 显然 ,行列 式 为 十 1 的 诸 和 矩阵 包含 有 单位 矩阵 ,而 行列 式 
为 一 1 的 矩阵 不 能 包含 单位 矩阵 . 因此 ,行列 式 为 一 1 的 矩阵 本 身 
不 能 构成 一 个 群 . 容易 验证 ,行列 式 为 十 1 的 诸 矩 阵 构 成 一 个 群 ， 
记 为 80，, 即 行列 式 为 十 1 的 实 正 交 矩阵 群 . 

” 我 们 知道 ,空间 转动 变换 保持 空间 任 两 矢量 的 标 积 不 变 ,因而 
空间 转动 变换 是 实 正 交 变换 . 所 有 空间 转动 变换 的 集合 组 成 一 个 
群 , 称 为 三 维 转动 群 0,, 其 行列 式 为 十 1. 事实 上 ， 

(1) 体 系 绕 任意 轴 转 动 RCa) 之 后 , 继 之 又 绕 同一 轴 进 行 另 一 
个 转动 RC(az), 则 总 效果 相当 于 体系 的 一 个 转动 RCas) , 记 为 Ras) 
一 RCc)R(Ca) ,这 就 是 对 乘法 的 封闭 性 ; 

(2)“ 零 ”转动 或 不 转动 (转动 角 为 0) 就 是 恒 等 变换 , 即 存在 恒 
等 元 RC(0); 

(3) 道 转动 R71(a) 是 把 转动 RCc) 复 原 的 转动 , 它 也 属于 体系 
的 一 个 转动 , 即 存在 逆 元 ， 
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(4) 转动 操作 满足 
[RCa)R(as) JR(as) = R(a) LR(as)R(as)] 
即 乘法 满足 结合 律 . 
由 以 上 四 个 性 质 可 见 ,空间 转动 变换 的 集合 构成 一 个 群 . 
我 们 知道 ,空间 反 演变 换 的 矩阵 是 单位 矩阵 的 变 号 , 即 
之 法 0 0 
0 二 0 
0 0 -= 
它 的 行列 式 为 一 1.7 自身 不 能 构成 一 个 群 .但 反 演 和 恒 等 变换 忆 
构成 一 个 二 阶 阿 贝尔 群 , 记 {B,1) , 即 第 一 章 § 2 讨论 的 群 8:. 注意 
到 反 演 7 是 常数 矩阵 , 它 与 所 有 3X 3 方 矩阵 对 易 , 因 而 反 演 与 所 
有 转动 对 易 . 于 是 ,我 们 得 到 下 述 重要 关系 : 
0 一 S80:@ S2 (9) 
即 群 0; 是 群 80; 与 群 8 的 直 积 群 . 因为 群 5; 只 有 两 个 一 维 不 可 
约 表 示 , 于 是 , 群 0, 的 表示 很 容易 根据 直 积 群 理论 ( 见 第 三 章 
8 15) 由 群 So 的 表示 得 出 ,因而 下 面 我 们 将 只 考虑 群 80s 的 不 可 
约 表 示 . 
根据 (9) 式 ,我 们 把 群 0, 称 为 三 维 转动 。 反 演 群 、 
2. 群 50; 的 参数 和 一 般 元 素 
群 50 的 参数 有 很 多 种 选 法 . 
在 三 维 空间 中 选 一 笛 卡 儿 坐 标 系 
(zy,z), 可 以 用 及 (#) 代 表 绕 & 轴 
转动 角 为 $ 的 转动 .& 的 方向 需要 
两 个 参数 来 确定 ,例如 可 选 作 
轴 上 一 点 的 角 极 坐标 (6,9). 群 的 
三 个 参数 为 6,p,%, 如 图 4-2 所 
示 。 图 4-Z 
另 一 种 方法 是 用 欧 拉 (Euler) 角 表示 旋转 (图 4-3). 这 种 方法 
对 进一步 发 展 理论 更 为 方便 . 具有 欧 拉 角 (a,6,y) 的 旋转 记 作 
(op,7), 它 包含 下 述 三 个 相继 的 旋转 :(1) 绕 = 轴 转 “ 角 , (2) 绕 新 
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(8) 


y 轴 ( 即 y 轴 ) 转 5 角 ,(3) 绕 变换 后 的 = 轴 ( 即 《 轴 ) 转 y 角 , 这 时 
坐标 轴 0-zyz 转 至 坐标 轴 0-ém6. 空间 转动 可 表 为 
R(a,p,y) = Re(y)Ry (BP)R(a) (10) 


图 4-2 
从 图 4-3 可 看 出 ,如 果 把 坐标 轴 0-5 依次 作 转动 R.( 一 0)、 
(一 B)、R( 一 人 , 则 坐标 轴 0-26 就 还 原 到 0-zyz, 可 见 这 个 转动 就 
是 RCa,8,y) 的 道 转动 


Ri(a,p,y) = RA(— YR(— PR(— a) (11) 
利用 R71R==RR-! 二 8, 便 可 得 到 
R(a,pB,y) = R.(a)R,(B)R(Y) (12) 


上 式 与 (10) 式 等 价 , 即 空间 转动 可 按 两 种 不 同 的 步 又 实现 . (12) 式 
表示 的 转动 是 先 绕 z 轴 转 ; 角 , 再 绕 y 轴 转 8 角 , 最 后 绕 z 轴 转 a 
角 . (12) 式 更 便于 应 用 ,这 是 因为 相继 三 个 转动 都 是 在 同一 坐标 系 
中 进行 的 . 

为 了 求 出 RCa,p8,y) 对 应 的 变换 矩阵 ,首先 考虑 RB(y) ,其 变换 
和 矩阵 为 
cosy 一 siny 0 
R(7) = 


siny cosy 0 (13) 


0 0 3 
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式 中 0<y<2r. 其 次 考虑 BB(p): 


cosp 0 sinp 
R,(p) = | 0 ， (14) 
—sing 0 cosp 
式 中 0<p<r 最 后 考虑 R(a): 
cosa —sing 0] 
R(a) = 区 cosa 0 (15) 
0 0 1 
代入 (12) 式 ,得 到 
Rla, pf,y) = 
cosacosfcosy 一 sinasiny 一 cosacosfsiny 一 sinacosy cosasiny 
sinacospcosy 十 cosasiny 一 sinacospjsiny 十 cosacosy 一 sinasinp 
一 sinfcosy 一 sinpsiny cosp 


(16) 
这 是 一 个 行列 式 为 十 1 的 正 交 矩阵 , 它 给 出 了 和 矩阵 群 50, 的 一 般 
元 素 . 
至 于 三 维 转动 * 反 演 群 0;, 有 四 个 参数 ,它们 可 取 作 (a, 5,”， 
2), 其 中 mp,7 是 群 50; 的 参数 ,而 4 是 0 元 素 的 行列 式 ,可 取 值 
土 1. 因此 , 群 0; 的 参数 空间 包含 两 个 不 连通 的 区 域 . 群 0: 是 一 连 
续 的 紧 致 的 李 群 ,但 它 不 连通 . 
53. 生成 元 和 无 穷 小 算 符 
群 SO 的 生成 元 可 由 考虑 绕 上 轴 转 。 角 的 无 穷 小 旋转 得 到 ， 
由 旋转 RB&(p) (0 二 p21) 构成 的 群 是 50; 群 的 一 个 子 群 , 它 同 构 
于 群 802. 因此 ,由 得 出 $ 3(19) 式 的 方法 可 求 得 
五 一 一 肥大 (17) 
式 中 ==L ke 是 角 动 量 算 符 工 沿 k 方 向 的 分 量 ,k* 是 沿 k 方 向 
的 单位 矢量 . 因为 任意 旋转 都 可 由 表示 为 笛 卡 儿 坐 标 轴 的 三 个 旋 
转 的 乘积 ,因此 需要 三 个 算 符 : 
I =— L/h, =—b/k, =— L/h (18) 
于 是 ,类 似 § 3(20) 式 , 任 一 旋转 算 符 可 以 写作 
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了 (Co) = exp[ 一 ip(L * k°/f)) (19) 
在 展开 指数 函数 时 ,应 记 住 角 动 量 算 符 的 分 量 彼此 不 对 易 . 
我 们 引进 3X 3 实 的 反对 称 矩 阵 


0 0 0 0 0 1 0 一 1 0 
本 让 
0 1 0 -1 .00 0 0 0 
(20) 

容易 验证 ,上 述 和 矩阵 遵从 如 下 对 易 关 系 : 
[B= [Ch]=1, [l= (21) 


即 71.,7,,7: 满 足 § 2(7) 式 ,可 见 它们 是 群 50; 的 无 穷 小 算 符 . 
若 令 了 工 一 六 , 则 有 
[LD] = 这 ， [Db]=ii, [LL]= iL, (22) 
同样 满足 8 2(7) 式 或 8 2(14) 式 , 故 它 们 也 是 群 50, 的 无 穷 小 算 
符 . 
群 80* 的 唯 一 的 卡 塞 米尔 算 符 是 殊 一 于 十 好 十 亚 , 它 与 工 ， 
工 ,L: 都 对 易 . 因为 李 群 的 卡 塞 米 尔 算 符 可 以 与 无 穷 小 算 符 同时 对 
角 化 , 故 卡 塞 米尔 算 符 的 本 征 值 可 用 以 标志 李 群 的 不 可 约 表示 . 群 
50; 的 卡 塞 米尔 算 符 世 的 本 征 值 ii 十 1) 如 (4 取 非 负 整数 值 ), 因 
而 群 80 的 不 可 约 表 示 可 由 指标 i 标志 . 
4. 特 征 标 
众所周知 ,2 十 1 个 球 谐 函 数 
7Z7(p)， 1= 0,1,2,., Te i<m<l 
的 集合 ,在 坐标 系 旋转 时 变 成 它们 自己 的 线性 组 合 : 


RCa,h,y7)Z7(9,9) = Dosp ,DZF(b9) (23) 


车 yr(9,9) 在 旋转 下 的 变换 性 质 已 知 ， 则 可 立即 由 2 十 1 个 函数 
Yr(9,g) 生 成 不 可 约 表 示 的 矩阵 , 即 生成 (2 十 1) 维 的 不 可 约 表示 
此 表示 记 作 D9. 当 1=0,1,2,… 时 ,它们 给 出 群 50 的 所 有 连续 
单 值 不 可 约 表示 . 我 们 将 在 36 中 讨论 求 矩 阵 D?Ca,p,7) 的 一 种 
方法 . 
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象 通常 一 样 , 求 群 SOs 不 可 约 表示 的 特征 标 要 比 求 具体 的 矩 
阵容 易 . 问题 在 于 找寻 一 组 适当 的 基 函 数 ,它们 在 群 80* 元素 的 作 
用 下 变 成 自己 的 线性 组 合 . 现在 我 们 指出 一 个 由 2 十 1 个 球 谐 函 
数 Yr(0,g) 生 成 不 可 约 表示 特征 标的 方法 . 

由 第 一 章 $ 4 可 知 , 绕 通 过 一 定点 的 不 同 轴 转 过 相同 角度 的 
操作 属于 同一 共 思 类 的 条 件 是 当 且 仅 当 两 轴线 可 通过 群 元 素 由 其 
中 之 一 轴线 变 到 另 一 轴线 . 群 50, 具有 这 种 性 质 ,因此 ,在 群 50， 
中 , 绕 所 有 轴 转 过 同一 角度 的 旋转 属于 同一 类 . 所 以 ,在任 一 表示 
中 , 群 80s 元素 的 特征 标 只 依赖 于 转角 的 大 小 而 与 轴 无 关 . 

因此 ,无 需 知道 在 所 有 旋转 下 球 谐 函 数 的 复杂 的 变换 性 质 ,只 
需 选 z 轴 为 旋转 轴 , 而 Rs(o) 对 球 谐 函数 Yr(9,g) 的 作用 是 已 知 
的 : 

RYr(0,9) =Yr(0,9 一 a) 
=e "Yr(0,9) (24) 
这 样 ,对 基 {Yr?(9,g)} (一 !m<<),R(a) 的 矩阵 表示 是 对 角 的 ,并 
可 表 为 


R(a) = a (25) 
0 El—De 


于 是 ,容易 求 出 RCa) 的 特征 标 
YXYO(a) = De 


本 一 人 
二 ew(1 十 oe 十 e2 十 …e2o) 

exptil 十 去)a) 一 exp{ 一 经 十 于 )a) 
2 explia/2) 一 exp(— ia]2) 

sin(! 十 羡 )a 


sina/2 (26) 
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5. 群 0. 与 群 SO. 
我 们 知道 ,所 有 = 阶 实 正 交 和 矩阵 的 集合 是 一 个 群 , 记 为 0(*) 
或 0.. 这 是 一 个 连续 的 紧 致 的 李 群 ,但 不 连通 . 实 4 维 矢量 空间 中 


所 有 正 交 变换 的 集合 也 组 成 群 0. 群 0. 变换 保持 二 次 型 2/ 愉 不 
变 . 群 0. 的 参数 空间 由 两 个 不 连通 的 叶 组 成 ,其 一 对 应 于 行列 式 
为 +1 的 撼 阵 ( 真 转动 ), 而 另 一 对 应 于 行列 式 为 一 1 的 矩阵 ( 反 


射 ), 由 真 转动 构成 的 子 群 是 一 连通 的 2 二 卫 个 参数 的 李 群 这 是 


因为 4 阶 正 交 和 矩阵 包含 Cn 一 1)/2 个 独立 的 矩阵 元 素 ) ,这 个 子 群 
记 为 S0(n) 或 50.. 群 0, 除 群 80. 的 n(n 一 1)/2 个 连续 参数 外 ， 还 

多 一 个 分 立 的 参数 . 
例如 , 群 0, 是 使 二 次 型 十 六 十 习 十 如 不 变 的 全 体 正 交 变换 
群 . 若 把 z,y,z,u 看 作 是 四 维 欧 氏 空间 中 的 笛 卡 儿 坐 标 轴 , 则 可 以 
认为 群 S04 的 六 个 参数 代表 六 个 坐标 平面 内 的 转动 . 由 群 50; 与 
群 80, 的 理论 可 以 推 知 (参阅 8 3(18) 式 和 本 节 (18) 式 ), 群 804 的 

六 个 生成 元 可 表 为 

9 


入 一 iG 如一: 如) 


3 
9z 


9 


元 ) 


A; 二 一 ilz 如 一 :名 


A 二 一 ilz 辽 一 3 元 ) 
a 
(27) 
se 9 
B= i + 
及 一 一 i 高 一 + 及 ) 
丽 = 一 tc 之 一 > 2 


9z 
它们 之 间 的 对 易 子 是 
[41,42] = is， [Bi,B,] = ihs 
[41,B:] = 0, [4,Bz] = iBs, [hi,Bs] 一 一 iB; ) 人 
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其 余 对 易 子 可 由 上 面 各 式 通 过 指标 的 循环 置换 得 到 . 若 引 进 
= 地 (4 二 BD | 
,1=1,2,3 (29) 
Ki= 至 4 PP B) | 
则 对 易 关 系 为 
[71,72] =iJ3, [Ki,Kz] = Ms } (C30) 
[Tk =0, 1,j= 1,2,3 
其 余 对 易 子 由 式 中 指标 循环 得 到 . 这 表明 集合 (J1,Jo,J3) 和 (Ki， 
Ks, Ka) 都 生成 群 S03, 故 群 S04 同 构 于 群 0 与 自身 的 直 积 . 讨论 
氧 原子 的 动力 学 对 称 性 时 要 用 到 群 SO 


35 特殊 么 正 群 SU 


1. 群 V; 和 群 SV， 
设 和 wv 是 二 维 复 矢量 空间 中 的 一 对 矢量 . 此 空 何 中 的 施 转 
把 * 和 ，" 变 成 它们 的 线性 组 合 : 
风 一 ax 十 ip， 内 一 cu 十 do (1) 


“人 
式 中 wavev 为 复数 ,因而 变换 矩阵 = 人 "包含 8 个 参数 .如 


果 只 考虑 使 二 次 型 w*u 十 v*v= lz| ?十 lj 不 变 的 旋转 , 则 变换 矩 
阵 一 定 是 么 正和 矩阵 . 换 句 话说 ,如 要 求 |w |? 十 |w |?= |zj? 十 1v1?, 则 
由 么 正 条 件 


S+S=1 (3) 
可 求 得 a"*a++ cc=1 | 
b*b+ dd=l 
4 
a’b+ec'd=0 f ‘4 


ab* + ca* =0 | 
这 些 条 件 使 得 变换 矩阵 中 的 参数 由 8 个 减 为 4 个 .由 上 式 可 以 推 
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知 , 包 含 4 个 实 参数 的 最 一 般 的 二 阶 么 正和 矩阵 可 表 为 @ 
Casbem sinbey 
singeid- 访 ea 

此 矩阵 的 行列 式 为 exp(i8) ,而 a,p,y,6 是 四 个 实 参数 ， 

所 有 这 种 变换 的 集合 构成 一 个 群 , 称 为 群 (2), 它 与 所 有 二 
阶 么 正 矩 阵 群 同 构 , 是 一 个 四 参数 的 .连续 的 .连通 的 、 紧 致 的 李 ， 
群 . 

群 U(2) 含 有 所 有 行列 式 为 十 1 的 二 阶 么 正 群 作为 其 子 群 , 称 
为 特殊 么 正 群 或 单 模 么 正 群 , 记 为 5U(2) 或 SU2, 它 在 物理 学 中 特 
别 重要 . 单 模 是 指 矩阵 行列 式 为 十 1, 即 


detS 一 1 (6) 
由 上 述 条 件 可 得 
ad 一 bc 一 1 (7) 
于 是 ,变换 矩阵 83 只 剩 下 三 个 参数 , 故 群 0; 是 一 个 三 参数 的 群 . 
由 (4) 式 和 (7) 式 可 求 得 
c=—b", d=a* 


这 样 便 得 到 群 Sv 的 变换 矩阵 的 最 一 般 形式 


a b 
s-| ) (8) 
Dae 


其 中 lel?+ ll:=1 (9) 
显然 ,条 件 (9) 式 使 (8) 式 中 的 参数 剩 下 三 个 , 以 后 我 们 用 RCa,5》 
记 群 5 的 一 般 元 素 (8) 式 . 

2. 群 SU 的 不 可 约 表示 @ 

和 矩阵 (8) 式 自身 构成 了 群 80 的 一 个 表示 . 其 余 的 表示 可 以 由 
考虑 下 列 2; 十 1 个 w 和 wv 的 21 次 对 称 乘 积 的 变换 得 出 : 


本 Hagpi-m 
1- [Fn mT CC 


@ 参阅 Joshi,Matrices and Tensors in Physics(1975), 式 (5,50). 
加 参阅 A. W. Joshi,Elements of Group Theory for Physicists(1977), § 4. 5. 


137 


其 中 四 一 一 廊 一 放 1 7 一 1 放 而 了 是 整数 或 半 奇 数 , 因为 和- 
" 按 (1) 式 变换 成 它们 的 线性 组 合 ;很 明显 ,在 SV; 的 作用 下 ,25 十 1 
个 函数 (10) 式 也 变 成 它们 的 线性 组 合 . 这 就 提供 了 群 SV 的 一 个 
2j 十 1 维 表示 ,其 矩阵 可 将 RC(a,5) 作 用 于 疗 并 利用 (2) 式 和 (8) 式 
得 出 : 


RCasb)r 
-OT + tC brut ert) 


(11) 
用 二 项 式 定理 展开 括号 ,我 们 得 到 


1 
R(a,b)f? = = 
i 之 G 十 m10G 一 加 1 
(十 mm)! 二 
HOTn DI Co 
GC—m)! 
Ui—m— 人 0)! 


-5 G+ mG mj 
hl 


IO 十 可 一 有 II 一 各 一 21 
X aitms(a" ) 人 (一 b? mht (12) 
虽然 和 1 的 求 和 上 限 分 别 是 (j 十 m) 和 (j 一 m), 下 限 是 零 ,但 
我 们 无 须 明显 地 标明 ,只 要 和 1 取 使 分 母 中 所 有 阶乘 的 宗 量 非 
负 的 全 体 整 数值 就 能 自动 地 顾及 此 点 . 
现在 我 们 把 (12) 式 右 侧 写成 他 的 线性 组 合 . 为 此 作 变 量变 换 
Wm 二 j 一 k 一 l, 则 有 2j 一 k 一 /=j 十 mk 十 1 二 一 m! ,并 利用 (10) 式 ， 
则 (12) 式 变 成 


Xx 


x (一 bu)i"i(a"v)! 


j 
Ra)F = >) DR,b)F (13) 
ww 


ms 


其 中 


和 GF mG + mG — ml 
OD ee 


X ita wb)" (14) 
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这 里 ,k 仍 是 取 使 分 母 中 全 部 阶乘 的 宗 量 非 负 的 一 切 可 能 的 整数 
值 (对 固定 的 j,m 和 wm'). 因 而 * 的 取 值 范围 对 不 同 的 m 和 和 m' 值 
可 以 不 同 .* 的 下 限 由 m 一 mw 值 确定 .车 mw 一 m<<0, 则 的 下 限 是 
H 一 m3 而 车 m' 一 m 之 0, 则 + 的 下 限 是 0. 同样 ,的 上 限 受制 于 两 
个 因子 :j 十 m 一 和 j 一 mw/ 一 k, 它 等 于 两 个 整数 j 十 m 和 j 一 m' 中 
较 小 者 . 

(10) 式 定义 的 函数 厄 很 明显 构成 2j 十 1 维 希 尔 伯 特 空间 
Lot1《 即 (13) 式 中 表示 Do 的 空间 ) 中 一 组 2j 十 1 个 独立 基 函 数 .我 
们 注意 到 


j j++)j— | 2 
DD ers 
= ll:+ |ol2)» (15) 
(这 是 因为 前 一 式 是 后 一 式 的 二 项 式 展开 式 ). 由 于 1ul: 十 11? 在 
50 (2) 的 变换 下 是 不 变量 , 故 2 | 广 | 也 是 不 变量 ,这 表明 表示 
Do 是 么 正 的 . 
下 面 我 们 来 证 明 , 表 示 D@ 是 不 可 约 的 , 我 们 将 利用 舒 尔 引 理 
1 的 逆 来 证 明 . 换 句 话说 ,我 们 将 证 明 , 若 矩 阵 忆 与 所 有 DCa,5) 
对 易 , 则 P 必 为 常数 矩阵 . 为 此 ,我 们 求 出 两 种 特殊 情况 下 Da 的 
扼 阵 .首先 选 a=e*2(a 是 实数 ),b==0. 我 们 发 现 (14) 式 中 只 有 4 二 
0 的 项 不 为 零 ,这 给 出 
De™/2,0) = dune™ (16) 
其 次 ,如 果 我 们 在 一 般 元 素 的 表达 式 (12) 中 令 m =j, 又 可 发 现 * 
的 唯一 可 能 的 值 是 0, 这 给 出 
学 
D) = [GF i 
现在 ,车 与 (16) 形 式 的 所 有 和 矩阵 Do 对 易 , 由 于 这 些 抢 阵 都 是 对 
角 矩 阵 , 对 角 元 都 不 相等 , 则 P 一 定 也 是 一 对 角 甜 阵 , 即 Pa 一 Ps, 
考虑 矩阵 等 式 PPP(a,8) 二 DP (a,b)P 的 j 行 nw 列 元 察 ,利用 上 式 
可 求 得 PD 四 一 D 久 P-. 由 (17) 式 可 知 ,D8(a,8) 不 恒 等 于 零 ,从 而 得 
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D2 (a, JVait"(— 2b°)i= (17) 


到 己 一 Pu. 这 就 是 说 ,P 必 为 一 常数 矩阵 . 由 此 可 见 ,D 是 一 个 不 
可 约 表示 .事实 上 ,Do 是 SU 唯一 的 2; 十 1 维 不 可 约 表示 .此 外 ， 
因为 对 不 同 的 7 值 , 表 示 2% 的 维 数 不 同 , 故 它们 互 不 等 价 . 换 言 
之 , 群 SV 对 每 一 整数 ,有 且 仅 有 一 个 不 等 价 不 可 约 表示 . 

3. 表 示 Do 的 特征 标 

为 求 表示 D5 的 特征 标 ,首先 来 确定 群 Sv, 的 类 结构 . 我 们 将 
证 明 , 群 SV2 的 元 兹 (8) 式 中 参数 “的 实数 部 分 相同 者 属于 同一 
类 . 为 此 ,首先 计算 群 Sv 一 般 元 兹 的 本 征 值 . 设 入 是 么 正 矩 阵 (8) 


式 的 本 征 值 , 妈 
(i al 0 


则 由 此 方程 并 注意 到 (9) 式 可 推出 和 满足 二 次 遍 程 
入 一 (十 ao")2 十 1=0 (19) 
由 此 得 到 两 个 本 征 值 是 


丸 = 去 [B+ (pr 一 0) 加] 


了 > (20) 
加 =3[p 一 (FC— 4)12] | 


其 中 6=a+a* 是 实数 .如 用 R,(a) 记 a 的 实数 部 分 , 则 由 条 件 (9) 式 
可 知 一 1<R(a)<1, 故 一 2<p<2. 于 是 , (20) 式 可 改写 为 


入 一 二 [8 + iC4 一 Po] 


(21) 
= 去 [一 ;4 一 四 
由 上 式 可 看 出 
人 } (22) 
和 ja 一 1 
于 是 有 1alz 十 12l:z=1 (23) 
我 们 可 以 取 
= er ha =e (24) 
式 中 a 由 下 式 定义 
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eos 名 一 各 ，sin 多 = (1 一 下) (25) 


因为 一 2<p<2, 我 人 有 一 1<cos 了 <1 和 0<sin 了 <1, 由 此 给 出 
0<a<2n 由 于 本 征 值 只 依 闲 。 的 实数 部 分 , 故 S02 的 (a) 值 相 
同 的 所 有 元 罕 本 征 值 将 相同 ,从 而 相互 共 亏 . 于 是 ,在 区 间 (0,2z) 
上 的 每 一 个 实 < 值 ,将 确定 50 的 一 个 共 思 e 类 . 

现在 我 们 来 求 不 可 约 表示 Do 中 a 所 标志 的 共 纯 类 的 特征 
标 , 因为 同一 类 中 所 有 元 察 的 特征 标 相同 ,我 们 显然 可 以 选取 所 考 
虑 的 SD 中 使 二 怪 ,b 一 0 的 元 素 R(a,5), 在 Do 中 此 元 京 的 矩阵 
为 (16) 式 所 示 , 它 的 迹 便 给 出 所 考虑 的 元 察 的 特征 标 . 于 是 


XD (0) = >) DR (es,0) 
一 
5 
= 》 em 
= 一/ 
本 1 
sin(j 十 Zo 
= 一 一 一 (26) 
i 
sn 


2 

这 与 转动 群 80 的 特征 标 8 4(26) 式 相似 ,其 重要 区 别 在 于 对 群 
SUz,j 可 取 非 负 整 数 , 也 可 取 非 负 半 奇数 ,而 对 群 80;,7 只 能 取 非 
负 整 数 . 

4. SV2 表示 的 直 积 

求 出 SV 群 不 可 约 表 示 的 直 积 并 把 它们 约 化 为 不 可 约 表示 的 
线性 组 合 是 有 意义 的 . 考虑 SV, 的 两 个 不 可 约 表示 的 直 积 D= 
DWC@D9). 令 Xx 代表 DD 的 特殊 标 ,它们 是 D9 和 DY 相应 特征 标的 
乘积 .于 是 

-YX(a) 一 YXO(o)XG)(Ca) = ye 立 ee 


m=—j wy 


= Pe 


m=—j w=—7 
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这 了 了 


一 多 Dye” 
J=[7! MM=—J 
计 了 
一 Yo (Co (27) 
J=[7| 
这 给 出 了 一 个 关于 两 个 不 可 约 表示 直 积 的 非常 简单 的 公式 
十 
Do @ Do) = $4 pm (28) 


sfy1 
它 表 明 , 每 个 不 可 约 表示 至 多 在 直 积 表 示 的 约 化 结果 中 出 现 一 次 ; 
此 外 ,只 有 值 7 满足 三 角形 不 等 式 |j 一 7 |<J<j 十 7 的 不 可 约 表 
示 Do 包含 在 约 化 结果 中 . 等 式 (28) 称 为 克 莱 布 希 -高 登 级 数 ， 


86 群 .SOs 的 不 可 约 表示 


在 8 4 中 讨论 群 50; 的 不 可 约 表 示 时 ,实际 上 只 求 出 了 它们 
的 特征 标 8$ 4(26) 式 ,而 没有 得 到 $ 4(23) 式 中 的 不 可 约 表 示 的 全 
部 矩阵 D9(a,p,y). 现在 我 们 可 由 8 5(14) 式 D9 (a,p,y) 来 求 群 
30s 的 不 可 约 表示 DO(a, by)， 

1. 群 SU 到 群 50; 的 同 态 

考虑 函数 8$ 5(10) 式 中 j=1 的 特殊 情形 ,这 时 我 们 有 三 个 函 


数 : 
Zz 三 | = 3 
zz 三 凡 二 Ww (1) 
zs =fT! 一 = 
在 群 50; 的 一 般 元 察 RCa,58) 作 用 下 它们 作 如 下 变换 : 
A = Ra,b)zs = az 十 cbzz + brs 
z2 = Rla,b)zz 一 一 2ab"z1 十 (aa* — bb*)z2 十 2a°bzs y (2) 
z= R(a,b)zs = b"z) — a'b’z, + a*izs 


现在 定义 三 个 新 的 变量 : 
z 一 2 一 m，3 一 一 i(zl 十 zs)，z 一 22 (3) 
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它们 的 逆 变 换 是 
一 (zy)/2， z2=z,， z= (—z 二 iy)/2 (4) 
带 撤 变 量 之 间 的 关系 亦 如 此 定义 . 这 样 ,(2) 式 便 变 成 


了 一 到 人 十 a*2 一 82 一 0D2)z 
十 冯 (e a? 二 Bb"?)y+t (ab 二 a"b’)z 
y 一 一 二 (a — a*2— bb?)z 


十 去 十 as*2 十 82 十 D*2)3 一 i(ab 一 a*b*)z 


好 一 一 (a*b 二 ab’)z+ i(ab — ab*)y+ (aa* — bb*)z 
注意 到 上 式 中 所 有 系数 都 是 实 的 ,并 注意 8$ 5(9) 式 ,我 们 便 可 证 明 
z2 十 #f2 十 22 一 2 十 妃 十 于 (6) 


这 样 ,我 们 就 成 功 地 把 行列 式 为 十 1. 的 二 阶 么 正和 矩阵 与 行列 式 为 
十 1 的 三 阶 实 正 交 和 矩阵 联系 起 来 . 后 者 对 应 于 三 维 实 矢量 空间 中 
的 一 个 纯 转 动 ,因而 是 群 50, 的 一 个 元 素 . 

下 面 我 们 来 证 明 逆 命 题 , 即 群 50; 的 所 有 转动 与 群 SU: 中 一 
个 (或 多 个 ) 元 素 相 联系 , 任 一 具有 欧 拉 角 (a,p,7) 的 转动 ,可 按 8 4 
〈12) 式 表示 为 三 个 转动 的 腿 积 , 首先 选 a。=e*?,5=0 的 一 个 么 正 
变换 ,等 式 (5) 给 出 


(7) 


Zz! 一 zcosa 一 ysina 
y 一 zsina 十 ycosa 


2 一 z 
即 群 SU 的 元 豪 BCew:,0) 对 应 于 群 SOs 中 绕 = 轴 转 a 角 的 旋转 : 
ia 0 cosa 一 sina 0 
R(e*/2,0) = ( )- sina cosa 0 (8) 
0 ei/z 
0 [ri | 
同样 , 选 a=cos 抑 ,=sin 各, 我 们 便 有 
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pb Bh 

证 | “1 
R(cos 二 ,sin 分 ) 一 

2 8 

\ 2] 


2 
sin cos 
cosp 0 sinp 
广 0 1 0 (9) 
—sinpg 0 cosp 


将 (8) 式 和 (9) 式 看 作 $ 4(12) 式 中 的 转动 ,我 们 便 可 看 到 么 正 变换 


ez/2 0 cos 也 | em 0 ) 
(on) a 


[全 sin -> cs ] 
对 应 于 Sos 中 的 转动 RCa,p,y): 


cos 全 et sin -ora 
2 


> R(a,p,y) (10) 
8 8 0 


一 sin ee—n/2 cos Lo-i(ot/2 
2 2 


现在 我 们 必须 来 检验 群 So: 与 群 SU: 间 的 这 种 对 应 是 同 态 还 
是 同 构 . 由 (5) 式 我 们 已 知 SU(2) 的 每 一 么 正和 矩阵 对 应 于 50s 的 唯 
一 的 转动 . 我 们 要 确定 的 是 80, 的 每 个 转动 有 多 少 个 SU, 中 的 和 矩 
阵 与 之 对 应 . 由 (10) 式 我 们 注意 到 两 个 转动 RC(0,0,0) 和 R(0,27， 
0) 在 80 中 都 代表 恒 等 元 ,但 对 应 着 两 个 么 正和 矩阵 


| —1 0 
so 路 -=| 0 | 

一 般 地 ,我们 发 现 ,在 so, 中 代表 同一 元 素 的 运算 RCa, py) 
和 BCa,p 十 2r, 力 对 应 于 ss 中 两 个 不 同 的 矩阵 (相差 一 个 符号 )， 
于 是 ,存在 着 一 个 由 SUs 到 So, 上 的 2 对 1 的 同 态 映 射 

2. 由 SV 的 表示 得 到 S0; 的 表示 

我 们 已 经 知道 群 50; 与 群 50; 同 态 , 便 可 以 从 群 sz: 的 一 个 
表示 出 发 得 出 群 80, 的 一 个 表示 ,并 从 中 选 出 对 应 于 群 80; 的 元 
素 的 矩阵 . (10) 式 表明 ,SU 中 参数 为 
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Bb 


a = cos es b= sin Geo 


的 二 阶 么 正 矩 阵 对 应 于 SOs 的 元 素 RCa,8,y). 因而 可 以 这 样 得 出 
群 80s 的 一 个 表示 :把 代表 群 SV 的 元 素 Re,2 的 矩阵 D?(a,2) 
与 群 S0, 的 元 素 R(a,p,y) 联 系 起 来 .于 是 ,所 要 求 的 矩阵 为 


Da, Bp,y) = Dcos Geermp,sin been) 


= > Dt + mG m+ mo— mY 
站 


X (G+m oIG— mo FIkn 一 下 十 1 


X merCeos £) stn-2sin 全 mt (11) 


由 (8) 式 我 们 注意 到 ,SU: 的 元 素 ( 吗 ,0) 对 应 于 SOs 的 元 案 RE 
(a,0,0). 因此 ,转动 群 SOs 的 元 素 的 特征 标 可 以 由 特殊 形式 85 
(26) 式 (8 二 y= 二 0) 得 到 


sin(j 十 0 


XH(a) = (12) 


sina/2 

3. 双 值 表示 和 双 群 泛 

从 (12) 式 我 们 看 到 , 当 j 为 整数 时 ,这 些 特征 标 与 8 4(26) 式 
表示 的 特征 标 X@2 一 致 . 换 句 话说 ,整数 ;的 表示 Dp 就 是 表示 
D9. 然而 ,7 为 半 奇 数 时 ,SOs 的 每 个 转动 是 两 个 矩阵 土 Do (a,p,y) 
的 象 ,这 是 由 于 上 面 所 提 到 的 2 到 1 的 对 应 . 

例如 , 恒 等 元 是 下 面 两 个 矩阵 的 象 


1 0 Da 0 
人 
另 一 元 素 ,例如 说 绕 y 轴 转 并 角 (p 一 ma 一 ?一 0),R(0,r,0) 是 


i 0 的 全 ,因为 RC0, 1,0) 与 R(0,3r,0) 相 同 . 若 


以 c: 代表 RC(0,n,0), 选 表示 和 矩阵 为 
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mp- 人。 9] 和 oo = (9 ry 
~ \o jj 2 


0 一 1 
则 得 DCB)D(CC) 一 人 0 )- D(C2)D(CB) = DCC2) 


mp 
0 
一 般 地 ,车 和 5 是 80 的 两 个 转动 ,i 为 半 奇 数 时 ,我 们 将 有 
DO(CR)DO(S) =+ DO(RS) (13) 

这 种 表示 叫做 双 什 表示. 

不 难 找到 这 种 不 确定 的 根源 .考虑 SV; 的 两 个 元 素 R(a,8) 和 
R( 一 a,5) ,由 矩阵 元 形式 & 5(14) 式 容易 看 出 

Ds— a, — 8) = (— 1)2D%a,6) 


0 
但 DCC2)D(CCz) = ( 由 -- D(C3) 一 一 D(E) 


使 得 
DP(a,8)， 当 j 为 整数 时 
一 DW(a,58)， 当 j 为 半 奇 数 时 
在 j 为 整数 的 不 可 约 表示 中 ,元 察 RCa,8) 和 ER( 一 a, 一 5) 由 同一 矩 
阵 表示 ,而 当 j 为 半 奇 数 时 ,它们 的 矩阵 相差 一 符号 , 特别 是 当 j 


= 去 时 ,我 们 得 到 的 元 案 为 


a b 一 
me = (1,. pe ze 人 | 


的 窍 阵 群 SUz. 当 我 们 考虑 SU 到 80s 的 同 态 时 , (13) 式 的 符号 是 
不 确定 的 . 因而 我 们 可 以 得 出 结论 : SU; 的 j 为 整数 的 表示 DP 是 
SO 的 单 值 表 示 D”, 而 7 为 半 奇 数 的 表示 D9 是 80, 的 双 值 表示 . 
考虑 一 个 元 素 个 数 为 群 50; 的 两 倍 的 群 ,可 以 消除 符号 不 确 
定 的 问题 .在 新 群 中 , 绕 任意 轴 转 2r 角 不 同 于 恒 等 元 ,但 转 4r 角 
是 恒 等 元 .这样 ,我 们 定义 了 一 个 新 元 察 8, 代 表 ( 辟 如 说 绕 z 轴 》 
转 2r 角 . 于 是 ,我 们 所 构造 的 群 包含 50s 的 所 有 转动 加 上 与 群 
SO 所 有 转动 的 乘积 ,显然 应 有 :对 j 的 半 奇 数值 ,Dd 是 新 群 的 音 
值 表示 . 此 群 叫 做 群 So 的 双 群 (double group), 记 作 304. 此 群 与 
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DO( 一 o 一 切 一 { 


s04 同 构 , 但 50 不 是 它 的 子 群 . 事实 上 ,50 的 元 察 现在 不 再 构成 
一 个 群 了 ,因为 它们 在 乘法 下 已 不 再 是 封闭 的 了 . 例如 ,考虑 SO， 
的 元 0.( 代 表 绕 轴 转 伴 角 ,为 整数 ), 其 a 次 矫 不 等 于 恒 等 元 ,而 
等 于 上 面 定义 的 互 , 它 不 属于 50;, 只 是 (0,)* 才 等 于 群 804 的 恒 等 
Zi: 

应 该 指出 的 是 ,在 物理 学 中 ,只 要 我 们 处 理 的 是 具有 自 旋 的 粒 
子 或 有 自 施 的 粒子 体系 ,这 种 情况 就 会 发 生 . 例如 ;电子 的 轨道 角 
动量 是 的 整数 倍 ,而 自 施 角 动 量 是 4/2. 当 我 们 处 理 含有 奇数 个 
电子 的 体系 时 ,总 角 动 量 就 是 3 的 半 奇数 倍 . 众所周知 ,在 这 种 情 
况 下 ,经 过 2r 角 转动 后 ,体系 的 波 函 数 不 回 到 原来 的 值 ,而 是 改 
变 一 个 符号 ; 仅 当 转 4= 角 时 , 它 取 原 来 的 值 .用 群 论 的 语言 说 ,这 
意味 着 波 函 数 的 对 称 性 服从 双 群 的 不 可 约 表示 ,而 不 服从 原来 的 
对 称 性 群 的 表示 . 


87 特殊 么 正 群 SUs 


SUs 是 所 有 行列 式 为 十 1 的 3 阶 么 正 矩 阵 群 , 它 有 3 一 1=8 
个 生成 元 ,通常 记 作 入 ,和 %,… ,2%. 虽然 有 很 多 种 选 法 ,但 习惯 上 采 
用 下 述 8 个 零 迹 矩阵 当 作 Sos 的 生成 元 : 
0 0 0 


和 
i 
一 -一 一 


己 口 口上 口 口 口 于 


> 
Il 


1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


可 以 算出 它们 的 对 易 子 是 


[2 条 一 于 > fi (2) 
式 中 fx 的 非 零 分 量 是 
fi 一 1 
Ho 一 fas= fpe= fusr = fas = fin = 序 (3) 
fuss 一 fers 一 


以 及 它们 的 加 以 适当 符号 的 置换 . 这 些 结构 常数 是 SV 的 固有 性 
质 ,与 在 (1) 式 中 选择 的 特殊 表象 无 关 . 

由 (1) 式 看 到 ,?s 和 为 是 对 角 和 矩阵 ,因而 相互 对 易 . 我 们 可 以 
验证 ,(1) 式 中 的 其 他 和 矩阵 都 不 同时 与 为 和 为 对 易 , 故 SV 的 秩 
是 2, 因 而 群 S03 有 两 个 卡 塞 米 尔 算 符 . 其 一 是 生成 元 的 二 次 组 
人 


HH: 


“C= Sx (4) 
i=1 
不 难 验证 ,0 与 所 有 生成 元 对 易 , 即 ， 
[C01 =0, (= 1,2,.,8) (5) 


另 一 个 卡 蹇 米尔 算 符 是 生成 元 的 很 复杂 的 一 个 三 线性 组 合 . 

群 SUs 的 两 个 卡 蹇 米尔 算 符 的 本 征 值 可 由 两 个 指标 p?,g 标 
志 , 故 SV 的 不 可 约 表示 可 以 用 (p,q) 记 之 ,其 中 7p,4 取 所 有 非 负 整 
数值 . 可 求 出 不 可 约 表 示 (p,4) 的 维 数 为 @ 

4 一 (1 十 六 (1 十 9)(2 十 ?十 9)/2 (6) 

只 用 维 数 代 表 不 可 约 表 示 现 已 成 为 惯例 , 即 不 用 (?,9) 标 志 它 ,而 
根据 p<g 还 是 z>4, 简 单 地 用 上 或 @ 标志, 若 z 一 "相应 维 数 的 
表示 只 有 一 个 , 记 为 也 

SVs 的 最 低 维 的 不 可 约 表示 是 (0,0) 三 1(p=0,g9= 二 0) ,其 它 
些 不 可 约 表示 是 (0,1) 三 3,(1,0) 二 3* ,(0,2) 三 6, (2,0) 三 6* , (1， 


中 例如 参阅 Tonda and Ghirardi(1970) ,Symmetry Principles in Quantum Physics. 
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1) 三 8,(0,3) 三 10, 等 等 ,可 以 取 这 些 不 可 约 表 示 的 直 积 并 把 它们 
约 化 成 不 可 约 表 示 的 直 和 . 在 此 不 拟 详 述 ,只 列 出 几 个 特例 的 分 
解 : 
3@3=6m3 
3®@3*=8®1 
5@35@35=10 申 8 四 1 (7) 
2. SI: 和 SU 的 物理 应 用 
由 $4(23) 式 可 知 , 单 电子 的 轨道 波 函数 ( 球 谐振 子 ) 按 群 SO 
的 不 可 约 表示 D® 变 换 , 或 者 说 , 单 电子 轨道 波 函 数 生 成 80 的 不 
可 约 表 示 D®. 与 此 相似 , 单 电子 的 自 旋 波 函 数 应 生成 SU 的 表 


示 , 考 虑 具有 自 旋 角 动量 5 一 去 fo 的 一 个 电子 ,其 中 一 (os,010:) 


是 泡 里 矩阵 两 个 正 交 归 一 的 自 旋 波 函数 可 记 作 XY 和 XD, 它 
们 是 8 和 &. 共同 的 本 征 函数 . 在 坐标 的 正 交 变换 下 ,这 些 自 旋 函 
数 要 经 受 由 X 息 和 %- 罗 张 成 的 二 维 希 尔 伯 特 空间 中 的 一 个 么 正 
变换 ,这 个 空间 称 为 旋 量 空间 (spinor space), 其 中 的 任 一 矢量 (两 
基 矢 的 任 一 线性 组 合 ) 都 叫做 一 个 旋 量 . 于 是 , 自 旋 函 数 * 中 各 
Xx 仿生 成 Sv 的 一 个 二 维 表示 , 即 D 生 ). 
现在 考虑 两 个 电子 的 情形 . 因为 每 个 电子 的 自 旋 函 数 按 D 中 
变换 ,体系 的 自 旋 函数 将 按 Dd@D 由 变换 . 这 是 群 S02 的 一 个 4 
维 表示 . 由 群 Sv; 不 可 约 表示 直 积 的 分 解 定律 8 5(28) 式 可 知 
D9 DE = DY 四 Do (8) 
若 以 为 (十 ) 和 为 (一 ) 代 表 第 一 个 电子 的 自 旋 函 数 ,以 2( 十 ) 和 入 
(一 ) 代 表 第 二 个 电子 的 自 旋 函 数 , 则 直 积 表示 (8) 式 的 基 矢 显然 是 
{十 )Xa《 十 ) (十 )Xa( 一 ),X1( 一 )Xo《( 十 ),X1《 一 )%2( 一 )). 利 用 
标准 方法 ,我 们 可 以 求 出 这 些 函数 的 四 个 对 称 化 的 线性 组 合 ,使 其 
一 生成 表示 Deo ,而 其 余 三 个 生成 表示 D@. 归 一 化 后 ,它们 是 
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De :Wo = -ce 一 %C 一 )2C+ 


名, 一 和 (十 )Xz( 十 )》 (9) 
DD :to 一 ta) + (Ct) | 


1,1 = 和 (一 )Xz( 一 》 5 
在 态 如 o 中 ,体系 的 总 自 旋 是 零 ( 单 态 ), 而 在 办 ,1 为 ,0 为,-! 这 三 个 
态 中 ,总 自 旋 都 是 灵 三 重 态 )， 

群 SIa 的 另 一 重要 应 用 是 描述 基本 粒子 的 同位 旋 (isotopic 
spin). 在 基本 粒子 表 中 ,可 以 看 到 很 多 成 对 的 粒子 ,性 质 实质 上 一 
样 , 只 差 电荷 不 同 . 一 个 明显 的 例子 是 质子 和 中 子 , 除 电磁 性 质 外 ， 
它们 的 全 部 性 质 几 乎 都 一 样 . 我 们 可 以 把 质子 和 中 子 当 作 单 一 核 
子 场 的 两 种 状态 ,分 别 记 为 |? 之 和 |a>. 定义 一 个 算 符 7s, 使 1 


和 ja> 分 别 是 nm 的 本 征 值 为 二 和 一 去 的 本 征 态 ; 


alp>= 玛 jp>>，mla>= 一 去 mn> (10) 


态 |p> 和 | 之 张 成 一 个 二 维 希 尔 伯 特 空间 ,其 中 的 表示 与 "的 
表示 相同 . 与 电子 自 旋 问题 类 比 , 我 们 假定 存在 一 个 算 符 *, 称 为 
同位 旋 算 符 ,由 下 式 给 出 : 

看 二 本 十 唱 十 吕 (11) 
其 中 ,tw 和 是 矢量 算 符 的 分 量 . 所 有 物理 上 可 观测 的 态 必 
须 是 守 和 7s 的 共同 本 征 函数 ,于 是 ,1p 和 |4> 生 成 0; 的 二 维 
不 可 约 表示 D2. 在 任 一 本 征 态 中 ,核子 的 电荷 是 


9 一 至 十 四 (12) 


这 种 理论 在 数学 上 同 电子 自 旋 问 题 完 全 一 样 ,正如 我 们 不 把 
自 旋 “向 上 ”和 自 旋 “向 下 ”的 电子 当成 两 种 粒子 而 把 它们 看 作 同 一 
客体 (电子 ?的 两 种 不 同 状态 ,我 们 必须 学 会 把 质子 和 中 子 看 作 同 
一 “核子 ”的 不 同 状态 . 因此 ,把 同位 旋 算 符 看 成 角 动量 与 把 一 个 电 
子 的 轨道 或 自 旋 角 动 量 算 符 看 作 角 动量 一 样 合理 . 
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对 基本 粒子 的 研究 表明 ,有 某 些 粒 子 群 ,除了 同位 旋 角 动量 
外 ,还 可 以 赋予 更 多 的 量子 数 ,如 重子 数 ,奇异 数 , 超 荷 等 .于 是 提 
出 了 这 些 粒 子 的 对 称 性 群 可 能 比 SI: 大 ,例如 群 SU ， 

有 一 些 粒子 群 ,它们 的 态 按 群 50 的 不 可 约 表示 变换 ,它们 对 
强 相互 作用 是 简 并 的 ,但 电荷 与 奇异 数 不 同 . 按 SU 的 不 可 约 表 示 
变换 的 基本 三 重 态 是 (p,n,4), 这 里 4 是 超 子 (hyperon). 现在 已 经 
清楚 ,有 两 群 基本 粒子 (分 别 包含 8 个 和 10 个 粒子 ), 它 们 按 SU 
的 不 可 约 表示 8 和 10 变换 . 事实 上 , 当 Gell-Mann 提出 SV; 模型 
”时 @, 他 只 知道 有 九 个 基本 粒子 可 填 到 表示 10 的 十 个 态 中 去 ,这 
样 就 有 一 个 态 空 着 . Gell-Mann 因而 预言 有 某 种 性 质 的 粒子 存在 ， 
这 种 粒子 很 快 在 实验 室 被 发 现 , 并 命名 为 89- 粒子 . 这 件 事 与 门 列 
捷 夫 周期 表 的 空白 被 后 来 新 发 现 的 元 素 所 填 满 基本 上 类 似 . 


$8 UV, 和 和 SU, 的 生成 元 


所 有 阶 么 正 抢 阵 组 成 的 群 称 为 群 0,, 而 所 有 行列 式 为 十 1 
的 n 阶 么 正 群 称 为 群 50.. 显然 ,SU. 是 V. 的 子 群 . 因为 一 个 4 阶 
么 正 矩 阵 有 好 个 独立 元 索 , 故 忆 是 一 个 连续 的 .连通 的 \ 导 个 参 
数 的 紧 致 李 群 . 群 0, 的 元 素 还 满足 一 个 条 件 (行列 式 为 十 1), 故 
群 SU, 是 一 连续 的 .连通 的 (一 1) 个 参数 的 紧 致 李 群 . 

现在 我 们 要 求 群 0, 的 碟 个 生成 元 . 我 们 注意 到 ,车 万 是 厄 密 
和 矩阵, 则 es 是 么 正 盾 阵 ;其 逆 亦 真 , 即 车 0 是 么 正和 矩阵 , 则 总 可 以 
写作 

U=e” (1) 

其 中 五 必 是 厄 密 矩 阵 . 注意 所 有 4 阶 厄 密 矩阵 的 集合 是 x 维 实 
矢量 空间 , 故 厄 密 和 矩阵 的 实 系数 的 线性 组 合 仍 是 厄 密 矩阵 ,因而 至 
多 有 到 个 独立 的 z 阶 厄 密 矩 阵 . 令 到,,…, Hw 是 吉 个 独立 的 
实 参 数 , 则 任 一 4 阶 公正 矩阵 可 以 写作 : 


@ 参阅 Neeman and Gell-Mann(1964),The Fightfold Way. 
151 .、 


v= opt Don) (2) 


可 见 ,V, 的 所 有 元 素 ， 可 由 几 于 (2) 式 右边 N 个 实 参数 aj 各 种 可 
能 值得 到 , 故 N 个 独立 的 厄 密 矩 阵 是 局 的 生成 元 . 显然 它们 不 是 
叭 一 的 ,它们 的 Y 个 独立 的 线性 组 合同 样 可 以 作为 0, 的 生成 元 . 
若 4 是 任意 方 阵 , 则 可 以 证 明 O 
det(e4) = em (3) 
将 (3) 式 应 用 于 (1) 式 ,我 们 得 到 
detU = det(e®) = exp(itrH) (4) 
因为 厄 米 矩阵 的 所 有 对 角 元 都 是 实 的 , 故 traceH 三 a 是 实数 . 这 也 
附带 证 明了 detV 二 ee 的 模 为 1. 
至 于 群 Sv,, 我 们 可 以 利用 其 元 率 的 行列 式 为 十 1 的 条 件 . 若 
以 Vo=e 代 表 50. 的 元 素 , 则 由 条 件 detro= 1 得 到 
TrHo=0 (5) 
注意 迹 为 零 的 a 阶 厄 密 矩 阵 的 集合 是 一 个 (mn 一 1) 维 的 实 矢量 空 
间 , 故 至 多 有 (sw 一 1) 个 独立 的 阶 零 迹 厄 密 矩阵 ,它们 可 以 选 作 
群 SU, 的 对 应 (一 1) 个 独立 实 参数 的 生成 元 . 
先 选 定 SU, 的 zw 一 1 个 生成 元 ,再 加 上 zx 阶 单位 矩阵 以 得 到 局 
的 双 个 生成 元 是 方便 的 . 
作为 一 个 例子 ,SV: 的 三 个 生成 元 可 以 选 作 泡 里 自 旋 答 阵 


= | e 
0 “| 0 儿 “人 Ey 
它们 是 一 组 2? 一 1=3 个 独立 的 二 阶 零 迹 厄 密 矩阵 .于 是 我 们 可 以 
把 (B,0:,0y,0:) 选 作 UVs 的 生成 元 ,其 中 是 二 阶 单位 矩阵 , 
89 洛 仑 北 群 
下 面 我 们 转 而 研究 使 二 次 型 夫 十 不 十 … 十 好 一 字 H 一 … 一 又 (0 


@ 会 阅 Joshi(1975) ,Matices and Tensors in Physics,P. 133, 例 12. 12 
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一 一 人 


<<?<za) 不 变 的 变换 群 . 这 类 群 被 称 为 伪 转动 群 (pseudo rotation 
group). 尽管 有 些 作者 也 把 所 有 这 种 群 都 称 为 洛 仑 效 (Lorentz) 群 ， 
但 习惯 上 洛 仑 效 群 一 词 专 指 上 述 二 次 型 中 p=3,a=4 的 情形 , 即 
专 指 保持 {十 台 十 3 一 2 不 变 的 变换 群 . 洛 仑 北 群 在 狭义 相对 论 中 
具有 重要 的 意义 . 在 狭义 相对 论 中 ,四 维 时 空 连续 统 (continum) 由 
下 述 度 规 (metric) 描 述 : 
ds? = dz? 十 dy: 十 dz 一 ct? (1) 
伪 转 动 群 记 作 0,,,-,, 可 令 p 宇 一 ? 而 不 失 一 般 性 . 最 简单 的 伪 转 
动 群 是 p=1,a=2 的 情形 , 即 01,, 它 使 二 次 型 ?一 y 不 变 . 01, 的 
一 个 一 般 变 换 是 
z! 一 zcoshb 十 ysinhb， } 
一 zsinhb 十 ycoshb 
其 中 6 是 实数 ,一 <9 之 十 co. 这样 一 个 实 参数 6 可 以 表征 该 群 
的 每 一 元 素 ,而 矩阵 集合 
coshb sinhb 
[ cosh4l 
则 是 此 群 的 一 个 二 维 表示 . 此 外 ,01, 群 还 包含 反射 (如 z 一 一 z,y 一 
y), 相 应 矩阵 的 行列 式 为 一 1. 因此 ,01,, 群 是 一 个 连续 的 单 参数 李 
群 . 由 于 参数 空间 无 界 , 它 不 是 紧 致 的 ,又 由 于 参数 空间 分 成 两 个 
不 相交 的 子 空间 , 它 是 不 连通 的 . 并 且 要 注意 , 伪 转 动 群 的 变换 不 
是 正 交 的 . 
仿 . 尺 53 例 4,01, 唯 一 的 生成 无 是 


(2) 


} <0I<+m (3) 


一 一 i 如 一 有 》 (4) 

若 我 们 令 ?一 iz, 使 2 一 刀 一 22 十 22, 则 保持 z? 一 y 不 变 的 变换 

也 保持 2 十 吧 不 变 .但 保持 二 次 型 2? 十 不 变 的 群 正好 是 群 S50;， 

其 变换 为 

2 = zcosb 十 vsinb U 一 一 zsinb 十 vcosb (5) 

车 令 a= 芭 , 则 (5) 式 化 为 (2) 式 , 故 可 以 把 伪 转 动 群 看 作 是 旋转 虚 
角度 的 转动 群 ,或 者 坐标 之 一 是 虚数 的 坐标 轴 的 转动 群 . 
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现在 来 看 二 次 型 2 十 一 zz. 我 们 知道 ,在 区 平面 内 的 通常 的 
旋转 (5) 式 下 ,以 及 在 江平 面 内 各 平面 内 的 洛 仑 效 旋转 (2) 下 ， 
好 十 六 一 妇 保 持 不 变 ,因而 ,二 次 型 关 十 儿 一 习 的 群 02 是 一 个 三 参 
数 连 续 非 紧 致 的 李 群 . 群 的 三 个 生成 元 可 以 选 作 

a 
Ey 


B 一 一 i(z 卫 十 z 遇 ) | (6) 


Bl 一 一 i(y 如 十 z 妇 ) 


如 一 一 ilz 吕 一 yy 如 ) ] 

它们 之 间 的 对 易 关 系 为 

[B,B,] 一 is 

[B82,4:] =— iB 

[B,4:] 一 一 iB, | 
上 式 后 两 个 对 易 关 系 中 的 负 号 是 ,Ba 生成 虚 转 动 的 缘故 . 

最 后 让 我 们 考虑 使 二 次 型 z 十 六 十 2 一 怪 不 变 的 群 , 这 个 洛 仑 

效 群 显然 包含 三 维 空间 (z,y,z) 的 实 正 交 变 换 群 0 作为 它 的 一 个 
子 群 .此 外 , 它 还 包含 mw,yw 和 zz 平面 内 的 虚 转 动 . 因而 它 是 一 个 
六 个 参数 的 连续 的 非 紧 致 李 群 , 它 的 六 个 生成 元 可 以 选 作 4; 和 BB 
(j,k=1,2,3): 


(7) 


4 = 一 i 如 一 z 癌 )， 
和 = 一 ic 也 一 z 忆 ， 
二 9 
=— i(z 二 一 yy 二 )， 
4 2 
(8) 
太一 一 i(z 好 十 u 是 ) 
及 一 一 i(z 如 十 4 襄 ) 
也 3: 一 一 i 好 十 u 恕 ) 
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生成 元 之 间 的 对 易 关 系 如 下 : 
[4,4] =iAs 
[B,B,] 一 is 
[41,B] =0 (9) 
[41,B:] =iBs 
[41,B,] 一 一 十: 
其 它 对 易 关 系 可 由 上 式 轮换 指标 得 到 . 注意 8 4(28) 式 与 上 式 类 
似 , 只 是 其 中 第 二 等 式 相差 一 符号 . 
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第 二 篇 ”高 等 量子 力学 


量子 力学 是 描述 微观 粒子 运动 规律 的 理论 , 它 是 在 本 世纪 20 
年 代 在 总 结 大 量 实验 事实 和 旧 量 子 论 的 基础 上 建立 起 来 的 ,并 以 
遍 新 的 物理 思想 和 概念 立足 于 物理 学 科 之 林 . 

1926 年 苹 定 户 发 表 在 Annalen der Physik 的 论文 中 建立 了 波 
动力 学 (wave mechanics), 几 乎 同时 (1925 年 ), 海 森 堡 发 表 在 
physikalische Zeitschrift 的 论文 则 建立 了 和 矩阵 力学 (matrix 
mechanics). 他 们 讨论 的 是 同一 课题 ,并 且 得 到 完全 相同 的 结论 ,但 
是 却 从 不 同 的 物理 假设 出 发 ,利用 完全 不 同 的 数学 方法 ,得 出 了 量 
子 力 学 的 两 种 不 同 的 形式 : 苹 定 户 的 波动 方程 是 偏 微分 方程 ,而 海 
森 堡 的 卸 阵 力学 则 是 纯粹 的 代数 运算 , 值得 注意 的 是 ,这 两 篇 论文 
发 表 不 过 几 个 月 之 后 , 薛 定 兽 就 证 明了 量子 力学 的 这 两 种 形式 是 
等 价 的 . 狄 喇 克 在 1930 年 出 版 的 《The Principle of Quantum 
Mechanics) 一 书 中 ,给 出 了 量子 力学 的 更 普遍 的 表述 ,而 波动 力学 
和 甜 阵 力学 只 是 它 的 特殊 形式 . 最 后 ,量子 力学 的 坚固 的 数学 基础 
是 由 数学 家 诺 伊 曼 在 1932 年 完成 的 . 

费 曼 的 路 径 积分 量子 化 是 另 一 种 不 同 于 正则 量子 化 的 建立 量 
子 力学 的 方法 ,也 就 是 说 ,路 径 积分 方法 是 与 波动 力学 方法 和 和 矩阵 
力学 方法 等 价 的 量子 力学 的 第 三 种 描述 方法 . 在 近代 场 论 中 ,路 径 
积分 法 是 必 不 可 少 的 工具 . 

半 个 多 世纪 以 来 ,量子 力学 理论 已 深入 到 物理 学 的 各 个 领域 
和 化 学 以 致 生物 学 的 某 些 领域 ,得 到 了 极其 广泛 的 应 用 . 与 此 同 
时 ,量子 力学 理论 本 身 也 不 断 发 展 ,产生 了 对 称 性 理论 ,二 次 量子 
化 理论 .形式 散射 理论 、 角 动量 理论 以 及 相对 论 量子 力学 等 . 量子 
力学 已 经 成 为 现代 物理 学 的 理论 基础 和 支柱 . 

高 等 量子 力学 与 量子 力学 之 间 本 来 是 没有 什么 明显 的 界限 
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的 . 许多 量子 力学 的 名 著 和 巨著 无 论 从 深度 和 广度 上 都 几乎 包含 
了 量子 力学 的 全 部 或 大 部 分 内 容 , 没 有 初等 量子 力学 与 高 等 量子 
力学 之 分 ,因为 两 者 的 基本 原理 和 出 发 点 是 一 致 的 . 但 是 ,由 于 高 
等 学 校 物 理 专业 教学 计划 的 要 求 ,形成 了 与 大 学 本 科 水 平 相 适应 
的 量子 力学 课程 的 特定 内 容 和 深度 ,主要 介绍 量子 力学 的 基本 概 
念 ,基本 原理 和 基本 方法 及 其 初步 应 用 . 至 于 更 深层 次 的 内 容 只 好 
留 在 研究 生 阶 段 进行 学 习 , 这 就 逐渐 形成 了 所 谓 高 等 量子 力学 ,或 
叫 量子 力学 (I ). 1982 年 教育 部 部 属 高 等 学 校 理论 物理 专业 攻读 
硕士 学 位 研究 生 培 养 方 案 设置 了 高 等 量子 力学 作为 必修 课程 ,并 
规定 其 内 容 提要 如 下 :线性 空间 理论 ,有 限 群 及 其 表示 ,量子 力学 
的 基本 原理 ,表象 理论 和 三 种 绘 景 ,对 称 性 和 守恒 定律 , 角 动量 理 
论 ,近似 方法 和 若干 应 用 ,散射 的 形式 理论 ,二 次 量子 化 方法 , 单 电 
子 的 相对 论 量子 力学 . 

作为 高 等 量子 力学 的 主要 数学 工具 的 矢量 空间 与 群 论 基础 ， 
已 在 本 书 第 一 篇 作 了 义 述 , 作为 高 等 量子 力学 导论 ,本 篇 将 包含 量 
子 力 学 的 基本 原理 ,对 称 性 , 角 动量 ,形式 散射 理论 ,相对 论 量子 力 
学 ,二 次 量子 化 ,路 径 积 分 量子 化 等 内 容 . 至 于 辐射 的 量子 理论 . 量 
子 电 动力 学 和 量子 场 论 ,也 是 量子 力学 的 发 展 和 应 用 ,但 其 物理 思 
想 和 概念 以 及 数学 方法 均 有 新 的 突破 ,已 经 形成 另 一 门 独立 的 学 
科 , 将 在 另 一 门 课程 中 讨论 ,本 书 不 予 涉及 , 一 般 来 说 ,高 等 量子 力 
学 是 量子 力学 的 继续 和 深化 ,是 学 习 量子 场 论 的 基础 ,也 是 进一步 
扩展 量子 力学 应 用 的 必 备 知识 和 工具 ， 
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第 五 章 ”量子 力学 的 基本 原理 


$1 量子 力学 的 基本 公理 


我 们 将 根据 狄 喇 克 对 量子 力学 的 表述 来 陈述 量子 力学 的 基本 
原理 . 虽然 用 一 系列 公理 (axioms) 来 陈述 量子 力学 的 法 则 是 方便 
的 ,但 是 我 们 并 不 支持 数学 家 所 期 望 的 那 种 严格 标准 ,而 宁可 遵照 
大 部 分 物理 学 工作 者 党 得 可 接受 的 那 种 略为 不 严格 的 标准 ， 

希 尔 伯 特 空间 (Hilbert space) 理 论 是 量子 力学 的 数学 基础 . 我 
们 已 经 比较 热 悉 有 限 维 的 矢量 空间 ,但 是 量子 力学 中 所 用 到 的 空 
间 大 多 数 是 无 限 维 的 . 因此 ,需要 随时 作出 数学 上 的 修正 ,以 适应 
从 有 限 维 到 元 限 维 空间 的 过 渡 . 

现在 我 们 来 陈述 一 些 基 本 的 物理 公设 . 

1. 关 于 状态 和 状态 迭 加 原理 

公理 1 物理 体系 的 微观 状态 (microscopic state) 用 希 尔 伯 特 
空间 中 的 矢量 表征 , 这 一 矢量 称 之 为 态 矢量 (state vector) ， 记 为 
i ). 希 尔 伯 特 空间 有 时 又 称 为 态 矢量 空间 或 态 空间 . 

我 们 知道 , 希 尔 伯 特 空间 是 完备 的 内 积 线性 矢量 空间 ,在 这 空 
间 中 的 任何 两 个 态 矢 量 的 线性 组 合 表示 同一 空间 中 的 另 一 个 态 矢 
量 : 

|¥) = ol¥) + clo) (1) 

其 中 cue 是 任意 复数 . 其 实 , 上 式 就 是 量子 态 迭 加 原理 的 数学 表 

述 , 即 体系 的 两 个 可 能 的 量子 态 线性 失 加 后 得 到 体系 的 另 一 个 可 

能 的 量子 态 .因此 ,公式 (1) 从 数学 上 表述 了 态 迭 加 原理 .注意 到 波 

动 性 的 主要 特征 在 于 波 的 迭 加 性 ,所 以 ,(1) 式 也 是 微观 粒子 波动 
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性 的 反映 . 
车) 乘 以 任 一 复数 c, 得 到 

Jw) = ely) (2) 
iw') 与 1w) 一 样 仍 是 描述 同一 个 量子 态 . 可 见 , 量 子 态 完全 由 希 尔 
伯 特 空间 中 矢量 的 方向 决定 ,而 与 矢量 的 长 度 无 关 . 假使 | 到 ) 还 没 
有 归 一 化 , 则 可 利用 (2) 式 使 | 罗 ) 归 一 化 . 由 此 得 出 量子 态 的 迭 加 
与 经 典 物理 中 波 的 迭 加 不 同 . 在 经 典 物理 中 ,描述 波动 的 函数 » 
是 具有 确定 意义 的 物理 量 (例如 机 械 波 的 质点 的 位 移 . 电 磁 波 的 电 
磁场 强度 EE 和 五 等 六 和 oy 表示 两 种 不 同 的 波动 状态 ;但 量子 力 
学 中 ,| 和 | 到 表示 同一 量子 态 . I) 不 是 物理 量 ,是 希 尔 伯 特 
空间 的 矢量 .公理 1 只 确定 量子 态 由 希 尔 伯 特 空间 中 的 归 一 化 矢 
量 描写 ,没有 确定 由 这 个 量子 态 如 何 测量 出 物理 量 , 而 它 由 下 面 的 
公理 2 来 确定 . 

2. 关于 物理 量 

公理 2 物理 体系 的 动力 学 可 观察 量 ( 例 如 位 置 ,动量 和 能 量 
等 ), 由 希 尔 伯 特 空间 中 具有 完备 本 征 矢量 集 的 线性 厄 密 算 符 表 
征 . 

由 公理 2 知 , 厄 密 算 符 4 的 完备 正 交 本 征 矢量 集 {|4)} 可 以 
构成 希 尔 伯 特 空间 的 一 个 基底 ,此 空间 中 任意 矢量 |w) 都 可 以 用 
它 来 展开 : 

I¥) = > al4》 (3) 
其 中 |4.) 满 足 

414)》 = A|A) (4) 
式 中 4 是 某 一 厄 密 算 符 .和 是 4 的 本 征 值 ,而 14) 是 相应 的 本 征 
矢 . 

若 有 任意 可 观察 的 物理 量 4, 其 对 应 的 算 符 是 4( 用 相同 的 符 
号 ), 那 么 在 |w) 中 测量 此 观察 量 得 到 什么 结果 呢 ? 我 们 假定 ,在 态 
Iv) 中 测量 可 观察 量 4 的 结果 只 能 是 相应 算 符 4 的 本 征 值 之 一 ， 
即 .4, 其 相应 几率 为 jsj12, 其 中 ;为 展开 式 (3) 式 中 的 系数 , 即 
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6:= (hiv) (5) 

我 们 称 6; 为 几率 振幅 (probability amplitude). 测量 结果 使 状态 到》 
发 生 改 变 ,这 时 体系 就 处 于 4 的 本 征 矢 14) 所 表示 的 状态 即 4 的 
本 征 态 |4) 中 :. 

由 此 可 见 , 在 任意 状态 |) 中 测量 可 观察 量 时 得 到 的 不 是 确 
定 的 值 , 而 是 按 确定 几率 分 布 的 各 种 可 能 值 .因此 ,量子 力学 是 关 
于 微观 体系 运动 的 统计 规律 的 理论 . 

在 态 | 到 ?中 测量 可 观察 量 4 得 到 的 平均 值 (期 望 值 expectation 
value) 是 


《到 |4| 到 》 


(4) 一 《区 [zy 


(6) 
车 I) 是 归 一 化 的 , 则 
(4) = (¥|IAIY) KT 
这 是 因为 注意 到 (3) 式 、(4) 式 及 正 交 归 一 化 条 件 就 有 
YI4l¥) = > hide hcs| hy) 


= De esl AlAs) 

= sos 

= Ds 

= Doon = 之 al24， 


一 (4) 
车 |y)=|4), 即 体系 处 于 可 观察 量 4 的 本 征 态 , 这 时 测量 4 
所 得 结果 就 是 确定 的 本 征 值 4, 并 且 测 量 不 改变 量子 态 , 即 测量 
结果 体系 仍 处 于 原来 的 量子 态 |4 中 ,因此 每 次 测量 的 结果 都 得 
到 确定 值 4. 这 样 ,4 的 平均 值 (4 也 就 是 4 事实 上 ， 
《4) = (VIAIY) = (4|4|4) = (414)》 = A 
3. 关于 算 符 的 对 易 关 系 (量子 化 条 件 》 


如 果 我 们 没有 构造 相应 于 经 典 动力 学 变量 的 算 符 的 方法 的 
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话 , 公 理 1 和 2 的 内 容 将 是 无 用 的 ,在 选择 这 些 算 符 时 有 很 大 的 自 
由 ,下 述 公 理 3 却 限制 了 这 种 选择 的 自由 . 
公理 5 对 应 于 经 典 动力 学 变量 4 和 B 的 算 符 ,满足 下 列 对 
易 关 系 式 : 
[4,B] = 4B 一 B4= 访 (4,B}， (8) 
其 中 {4,B)， 称 为 量子 泊 松 (Poisson) 括 号 ,是 对 应 于 经 典 泊 松 括号 
{4,B)。 的 算 符 . {4,B)}。 的 定义 是 


{4,B)s= DUB UB) (9) 


其 中 4 和 ps 是 该 体系 的 经 典 正 则 坐标 及 其 共 固 动量 . 
当 4 和 B 是 正则 坐标 和 动量 时 ,公理 3 就 有 最 重要 的 应 用 . 
由 (9) 式 立刻 得 到 4 和 8; 的 经 典 泊 松 括号 : 
{gg} = {p81}o = 0 } 
{gis Pj} = 
将 经 典 泊 松 括号 过 渡 为 量子 泊 松 括号 后 ,根据 (8) 式 便 可 得 到 
[959] = [7,7 = 0 } 
[go 一 ho 
其 中 = 辫 ,h 是 普 朗 克 (Planek) 常 数 . 上 式 称 为 基本 量子 化 条 件 ， 
而 公理 3 叫做 量子 化 公理 . 这 个 公理 反映 了 微 砚 世界 某 些 物理 量 
具有 量子 化 的 特点 . 

(8) 式 和 (10) 式 只 适用 于 有 经 典 类 比 的 物理 量 而 不 适用 于 没 
有 经 典 类 比 的 物理 量 (如 自 旋 ), 对 于 后 者 ,其 算 符 和 对 易 关 系 必须 
另外 考虑 . 

从 以 上 公理 可 以 推出 非常 重要 的 海 森 堡 测 不 准 关 系 
《uncertainty relation). 我 们 知道 ,可 观察 量 4 和 了 在 任意 状态 | 到 
中 的 期 望 值 分 别 为 

《4) = (YIAI¥Y), (B) 一 〈 罗 | 好 | 到 》 
而 A=4— (4), B=B-— (8B) (12) 
是 每 次 测量 与 平均 值 的 偏差 (deviation). 将 此 偏差 的 方 均 根 值 
(root 一 mean 一 square deviation) 定 义 为 不 确定 性 44 和 4B, 即 
161 


(10) 


(11) 


44 一 ((4 一 (4))2?1M2， 4B 一 ((B 一 (BY? (13) 

或 44 一 (7912， 4B = (BY (14) 
于 是 (44)? 

一 (29 = ((4— (4))’) 

=(V|(4’— 24(4) 十 〈4)27 | 到 > 

一 (多 |42| 罗 》 一 2(4) (VIAIY) + (4)*(¥ IV) 

=(4?) 一 2(4)(4) + (4A)? : 

=(4) — (A)? (15a) 


同 理 (4B)2 = (B?) — (B)? (15b) 
设 [4,B] =ic (16) 
其 中 4 和 了 都 是 厄 密 的 , 即 
4+ 一 4， B+ 一 了 (17) 
可 以 证 明 ,A 和 B 也 是 厄 密 的 , 即 
At= A, Bt=B (18) 
也 可 以 证 明 ， [4,B]=[4,B]=ic (19) 
于 是 我 们 有 
‘wlicl¥) =(¥|(A4B— BAIY) 
=(V|A+ BIv) — (YI|B+ A|V) 
=(AY|BY) — (BY|Av) 
=(AY|By) — (AV|BY)* (20) 
如 令 (AV|BY) =z++y (21) 
则 (AY|BY)* = (z+ iy)* =2—iy (22) 
于 是 , (20) 式 变 成 
ic) 一 (z 十 动 ) 一 (z 一 切 ) 一 2iy 
故 ”y= (23) 
注意 到 至 十 久之 防 (24) 
而 ZB 二 =(z Cy)(z + yy) 
=(Av|By)* (Av |BY) 
=|(Av|By)|? (25) 
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将 (23)、《25) 两 式 代 入 (24) 式 得 
《c》 


lav B79) 1:> (人 2 (26) 
利用 许 瓦 尔 兹 (Schwarz) 不 等 式 
lavlBr) < Av | Br? (27) 
故 得 [BALD A (C28) 
但 是 上 31 一 人 zl = 134) 
一 人 | 硕 |g) = (2) (29) 
同 理 lBv |?= (FB) (30) 
将 (29)、(30) 两 式 代入 (28) 式 得 
2) 和 > 让 () (31) 
注意 到 (14) 式 ,最 后 得 到 
(4424B)? 关于 (o: (32) 


这 就 是 海 森 堡 测 不 准 关系 , 这 个 关系 式 是 对 两 个 量 ( 与 它们 对 应 的 
算 符 不 对 易 ) 的 同时 测量 能 得 到 的 精确 度 的 限制 . 
当 4=z,B 二 p, 这 时 c= 胡 , 则 得 


(4z)?(4pe)? 之 到 (33) 


这 就 是 坐标 与 动量 的 测 不 准 关系 . 

在 经 典 力学 中 所 有 量 原则 上 都 可 以 任意 的 精确 度 测量 ,与 此 
相反 ,量子 力学 理论 的 特殊 结构 则 限制 着 人 们 不 能 设计 出 违背 测 
不 准 关系 (如 (33) 式 ?的 实验 来 . 

4. 关 于 状态 随时 间 的 演化 

公理 4 微观 体系 的 状态 |”(b)? 随 时 间 演 化 的 规律 服从 薛 定 
谓 方 程 


请 襄 |v(D)) 一 HI(D)) (34) 


式 中 万 是 体系 的 哈密 顿 量 (Hamiltonian) 或 哈密 顿 算 符 . 
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公理 4 规定 了 在 给 定 外 界 环境 下 的 微观 体系 的 状态 随时 间 演 
化 的 规律 . 解 薛 定 刘 方 程 需要 给 定 边界 条 件 和 初始 条 件 .根据 薛 定 
谓 方 程 ,在 一 定 外 界 环境 .一 定 边 界 条 件 下 的 微观 体系 ,只 要 在 某 
一 时 刻 给 定 任意 一 个 状态 ,那么 这 个 体系 在 此 后 的 所 有 时 刻 的 状 
态 就 完全 确定 了 . 

我 们 来 考虑 ,哈密 顿 量 不 显 含 时 间 的 情形 ,这 时 |wC)) 可 以 
分 离 变量 ,把 时 间 因 子 分 离 出 来 . 设 

[wD) = I$ (35) 

代入 醉 定 词 方程 (34) 式 ,得 


访 训 (|)F(D) = HY)f(O) 


即 的 ) 访 写 fCO 一 HI$)F(0) 
af CO 
Hy) _ a 
一 -Fc 
要 使 上 式 成 立 ,必须 满足 下 列 关系 
HIY) = ElyY) (36) 
Wf = Ef) (37) 


式 中 也 是 分 离 变 量 常数 ,由 (36) 式 看 出 , 它 的 物理 意义 是 哈密 顿 
算 符 的 本 征 值 , 设 如 的 本 征 值 为 B, 相 应 的 本 征 矢量 为 | 办 ), 则 


HI$) = BIp) (38) 
由 (37) 式 容易 解 出 
f(0) = eis 
当 五 的 本 征 值 为 也 时 。 
了 (t) = ei (39) 
代入 (35) 式 得 
[wD = [hei i= 1,2,. (40) 


对 于 每 一 个 ,上 式 都 是 薛 定 词 方程 的 解 ,因此 , 解 的 最 一 般 形 式 
是 所 有 这 样 的 解 的 迭 加 
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[YC)) = D) 1b)ces, i= 1,2,°" (41) 


式 中 是 迭 加 系数 ,由 问题 的 起 始 条 件 决 定 . 例如 t=0 时 体系 的 
瞬时 状态 设 为 jygo, 则 由 上 式 得 


1 和 = Delp) (42) 


由 此 可 求 得 

c= (lpo) (43) 

于 是 得 到 问题 的 解 为 : 
[OD) = D8) leFH, i= 1,2,° (44) 


上 式 明显 地 看 出 ,只 要 知道 =0 的 初 态 |po) ,以 后 任 一 时 刻 的 
态 |w()) 就 完全 确定 了 . 

车 初 态 为 五 的 某 一 本 征 矢 | 加) 所 描写 , 即 |%‰)== | 办 ,这 时 由 
(43) 式 得 


c= 1 
{2 二 0， 当 j 关 上 
于 是 ,(44) 式 成 为 
[wD = |b ee (45) 

上 式 表 示 的 状态 称 为 定 态 , 在 初等 量子 力学 中 已 经 知道 ,在 定 
态 中 ,一 切 物理 量 取 不 同 值 的 几率 (因而 它们 的 平均 值 ) 都 不 随时 
间 而 变化 .但 是 定 态 是 一 个 特殊 的 含 时 状态 ,描写 体系 的 一 种 运 
动 , 定 态 并 不 就 是 | 加 ,而 是 |%% 乘 以 特殊 的 时 间 因 子 。 二 所 最 后 
还 要 注意 ,并 不 是 不 显 含 i 时 醉 定语 方程 的 解 全 部 是 定 态 ,而 是 
有 些 定 态 解 ,也 有 非 定 态 解 . 定 态 解 (40) 式 的 线性 迭 加 得 到 的 解 
(41) 式 一 般 是 非 定 态 解 . 

以 上 陈述 的 基本 公理 是 量子 力学 的 基本 框架 ,在 这 些 公理 的 
基础 上 建立 了 量子 力学 的 理论 体系 . 诚然 ,公理 是 不 能 推导 出 来 
的 ,其 正确 性 靠 理 论 结果 与 实验 事实 对 比 来 检验 . 量子 力学 的 理论 
的 正确 性 已 为 微观 世界 各 个 领域 中 越 来 越 多 的 事实 所 证 明 . 

165 


82 么 正 变换 


我 们 已 经 知道 ,物理 体系 的 状态 和 可 观察 量 ,分 别 由 希 尔 伯 特 
空间 的 矢量 和 算 符 来 描述 . 从 表象 理论 又 知道 , 态 矢量 和 算 符 在 不 
同 的 表象 中 具有 不 同 的 表达 形式 ,而 各 种 表象 之 间 可 以 通过 一 定 
的 变换 联系 起 来 ,这 些 变 换 具有 人 么 正 性质 . 往 后 我 们 将 会 看 到 , 么 
正 变换 不 仅 把 不 同 的 表象 联系 起 来 ,而 且 还 有 更 广泛 的 意义 . 现在 
我 们 来 讨论 么 正 变换 及 其 性 质 . 

1. 么 正 算 符 的 定义 

若 一 个 线性 算 符 忌 的 厄 密 共 斩 算 符 ( 伴 算 符 )0+ 等 于 其 道 算 
符 V7!, 即 

U+= U-! (1) 
则 称 忆 是 么 正 算 符 ， 

从 定义 看 出 ,0 必须 有 逆 存 在 ,而 且 它 的 道 0-! 应 等 于 0+, 若 
用 U0U 左 乘 (1) 式 得 UV+=1, 再 用 U0 右 乘 (1) 式 得 V+0==1, 因 此 , 么 
正 算 符 的 定义 也 可 以 改写 成 等 价 的 表示 式 : 

Ut+U=1 
UU+= 1 } 
在 有 限 维 空间 中 ,V+U0=1 就 包含 着 V+ 二 1. 因此 ,在 有 限 维 空间 
中 ,满足 V1V=1 时 0 就 是 么 正 的 .但 在 无 限 维 空间 中 , 则 需 同时 
满足 (2) 式 中 两 个 条 件 时 ,0 才 是 么 正 的 . 只 满足 (2) 式 中 第 一 式 称 
为 左 等 距 算 符 , 满 足 (2) 式 中 第 二 式 的 为 右 等 距 算 符 . 
容易 证 明 , 么 正 算 符 U 的 逆 UV-! 也 是 么 正 的 . 事实 上 ， 
(UW+t= (Vt)+= VU = (V0)-! (3) 
同时 ,两 个 么 正 算 符 U 和 V5 的 乘积 , 仍 是 么 正 算 符 . 证明 如 下 : 
(UD+= V+Ut= VV- = (UV)-! (4) 

2. 么 正 变换 引起 的 态 矢 量 和 算 符 的 变换 

如 果 我 们 对 某 一 物理 体系 进行 么 正 变换 0( 例 如 对 体系 施 以 
旋转 ) , 则 描述 体系 的 态 矢 量 作 如 下 变换 : 
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(2) 


Iw) 一 可 9) (5) 
若 体系 处 于 某 力学 量 4 的 本 征 态 |w%), 则 有 


jw) 一 ls， 或 |w) 一 DZ (6) 
在 未 变换 前 ( 设 力学 量 4 的 分 立 谱 没 有 简 并 )》 
Alw) = hl) (7) 


则 在 未 变换 前 对 体系 测量 力学 量 4 必得 到 本 征 值 %. 如 果 将 测量 
仪器 也 同样 施 以 变换 (旋转 ) , 则 测量 仪器 与 体系 的 相对 位 置 没有 
变化 ,在 新 的 位 置 上 ,测量 仪器 仍 给 出 同样 的 结果 为. 因为 变换 后 
处 于 |w%) ,仪器 测量 的 是 如, 故 有 
A |w) = hu) (8) 
注意 到 (6),(7) 和 (8) 式 ,我 们 有 
A lw) = = AU|w) 


一 Ilw) = VA|w) < 
=UAU-!|u.) 
故 得 4' = UAU-! (9) 
因为 Ut+=V"7!, 上 式 又 可 表 为 
A =UAV+ (10) 


可 见 , 当 对 物理 体系 旋 以 么 正 变换 时 , 态 按 (6) 式 变换 ,而 力学 量 
《 算 符 ) 则 按 (9) 式 或 (10) 式 变换 . 事实 上 , (9) 式 是 相似 变换 , 故 算 
符 4 通过 么 正 的 相似 变换 变 为 4, 和 称 为 变换 后 的 算 符 。 
3. 么 正 变换 的 性 质 
(1) 么 正 变换 不 改变 两 矢量 的 内 积 . 
(yp) = (Up Uy) = (9,U+ UP) = (9p,P) (11) 
《2) 么 正 变换 不 改变 矢量 的 模 . 


WW) = UPUP) 一 (区 ,+ UY) = (p,p) (12) 
注意 到 
1yl:= (y,») 
(12) 式 可 写成 
ly ll?= yl? (13) 


即 [LE (14) 
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(3) 么 正 变换 不 改变 算 符 的 本 征 值 . 
设 Aly) = 41y) 
则 有 A IY) =UAV- WU |Y) 
=UA|Y) 
=U24|y) 
一 和 | 名》 
《4) 么 正 变换 不 改变 算 符 的 平均 值 . 
WIA Iy) =(y Ut TAI 一 DO 
=(y|4|y») 
(5) 么 正 变换 不 改变 算 符 的 矩阵 元 . 
(yg |4'Iy) = (Up|UAU™ UY) 
=(glU+UAU- UY) = (9|AIy) 
(6) 么 正 变换 不 改变 算 符 的 厄 密 性 . 
设 4 是 厄 密 算 符 , 即 
4+ 一 4 
则 有 (A)+= (UAU-D)+ 
=(U-)+ AtUt 
一 (U-1)+ AU+ 


(15a) 


(15b) 


(16) 


(17) 


(18a) 


如 果 忆 不 是 么 正 算 符 , 则 4 不 一 定 是 厄 密 算 符 , 如 果 乙 是 么 正 算 


符 , 则 上 式 变 成 
(4')+ 一 (U+)+ AU-! 
=UVUAU-! 
一 4 


可 见 4 也 是 厄 密 算 符 , 即 么 正 变换 保持 4 的 厄 密 性 不 变 . 


(7) 么 正 变换 不 改变 算 符 的 么 正 性 
设 了 是 么 正 算 符 , 即 
V+= V-! 
则 有 (V)-1 = UVU-D)-! = (VU-1)~y-Ww-! 
一 DIV- 一 = Ut+U 一 (0+)+V+D 
=(U-D+ty+VUt= (UVU-D+ 
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(18b) 


(19a) 


一 (也 )+ (19b) 
(8) 么 正 变换 不 改变 算 符 间 的 代数 关系 . 特别 地 , 么 正 变换 不 
改变 基本 量子 化 条 件 . 基本 量子 化 条 件 已 由 8$ 1(11) 式 给 出 , 即 
[gg 和 [zz = 0, [go 一 请 0 


我 们 以 其 中 92 一 pg 一 访 (20a) 
为 例 ,进行 么 正 变换 ,得 
yp — Yq =VU) Vp) — (UpU) (VUqU™!) 
=UVgpU™ 一 pqr 一 
=UV(gp 一 9727 一 
=UihU-! 


一 访 (20b) 

以 上 我 们 看 到 , 么 正 变换 对 量子 力学 的 基本 结果 不 会 有 任何 

改变 , 即 么 正 变换 不 改变 物理 规律 和 测量 结果 . 所 以 ,由 么 正 变换 
联系 起 来 的 态 矢量 或 算 符 是 完全 等 价 的 . 


8$3 运动 方程 的 三 种 绘 景 


在 量子 力学 中 ,描写 微观 体系 的 状态 及 其 运动 规律 ,有 三 种 彼 
此 等 价 的 方式 , 称 为 运动 方程 的 三 种 绘 景 , 即 Schredinger Picture， 
Heisenberg Picture and Interaction Picture( 相 互 作用 绘 景 ). 8 1 中 公 
理 4 的 运动 方程 (34) 式 就 是 莅 定 户 绘 景 中 的 描述 方式 . 这 三 种 绘 
景 之 间 , 由 么 正 变换 联系 , 即 通 过 适当 的 公正 变换 可 以 从 一 种 绘 景 
过 渡 到 另 一 种 绘 景 . 

1. 薛 定 谓 绘 景 

莅 定 请 绘 景 是 把 体系 物理 性 质 (如 可 观察 量 4 的 平均 值 (4) 
(〈b) 随 时 间 变 化 的 原因 归结 为 态 矢 量 | 色 (t)) 是 时 间 的 函数 ,而 力 
学 量 算 符 则 与 时 间 无 关 ( 除 少数 例外 ,例如 含 时 微 扰 ). 

(1) 莅 定 请 方程 

在 这 种 描述 方式 中 ,体系 的 态 矢 量 1|w 0) 必须 满足 醉 定 启 方 
程 . - 
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EEALAOD = HIY(D) GD 


lw() 是 一 个 在 希 尔 伯 特 空间 中 运动 的 矢量 . 当初 态 给 定时 , 即 已 
知 |(t)) 时 ,根据 (1) 式 即 可 求 出 任意 时 刻 的 | )》. 

《2) 时 间 演 化 算 符 

在 薛 定 谓 绘 景 中 ,我 们 也 可 以 引进 一 种 称 为 时 间 演 化 算 符 
(time-development operator or evolution operator) 的 么 正 算 符 U(i， 
Ww) ,把 | 罗 (6)) 与 | (to)) 联 系 起 来 ,从 而 得 出 一 种 与 (1) 式 等 价 的 描 
述 . 时 间 演 化 算 符 V(t,w) 的 定义 如 下 : 

| 于 GD) = 可 (tb 如) IY C0)) (2) 

由 定义 可 知 ， 只 要 知道 了 算 符 0(t,t) 的 形式 ， 即 可 由 |z(tb)) 求 出 
10D)). 显然 , 算 符 UCt,to) 只 能 通过 莅 定 词 方程 (1) 式 求 出 ,为 此 ， 
将 (2) 式 代入 (1) 式 得 


访 UC) | Ce) = HVC) to)》 


上 式 对 于 同一 体系 的 一 切 | 罗 (ba) 成立, 所 以 ,得 到 U(t,wo) 所 满足 
的 算 符 方程 : 


访 总 0(bto)》 一 有 人) (3) 


当 体 系 的 哈密 顿 量 不 显 含 上 时 ,由 上 式 可 得 到 演化 算 符 的 明 
显 形式 : 
UG,to) = ei 
Ult,to)=1 | 
上 式 中 第 二 式 为 初始 条 件 ,第 一 式 已 满足 初始 条 件 . 
如 果 哈 密 顿 量 显 含 时 间 , (4) 式 不 能 成 立 , 这 时 (3) 式 可 化 为 积 
分 方程 (integral equation). 为 此 ,将 (3) 式 两 边 积 分 ,得 


Ueto) 一 工 十 RADA (5) 
其 中 利用 了 初始 条 件 来 确定 积分 常数 . 上 式 是 一 个 积分 方程 ,可 用 
和 迭代 法 求解 ,得 到 无 穷 级 数 的 形式 解 . 


(3) 时 间 演 化 算 符 的 性 质 
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(4) 


时 间 演 化 算 符 具有 如 下 一 些 性 质 : 


U(tosio) = 1 (6) 

Ut Ut) = Ut,t) (7) 
V(t,h) = Ub,)) (8) 
Ut Qh) = U7, to) (9) 


由 初始 条 件 :一 如 时 | 至 (0 = | (to)) 立 刻 得 到 (6) 式 , (7) 式 称 
为 时 间 演 化 算 符 U 的 群 性 质 ,证 明 如 下 . 利用 (2) 式 有 
|[¥ 0)) =V (6,t0) | C0)) 
IJw > =V,0) |¥ C6)) 
=UCt,t) Ut ,0) | 到 (to7》 
上 式 对 比 (2) 式 便 得 到 (7) 式 . 
令 (7) 式 中 t=&, 并 利用 (6) 式 得 
Uto,t)U ,to) = Uto,to) = 1 
由 此 得 Ui,t) = U1(to,t) 
由 于 刀 是 任意 的 , 故 有 
Ut) 一 Ui,t) 
这 就 证 明了 (8) 式 成 立 . 下面 证 明 V(t,w) 的 么 正 性 即 (9) 式 . 
由 几率 守恒 ,要 求 
(ACIILACIDE EATL AO 
= (Vt) |U+ Ci)U Gt, to) | (to)) 
于 是 得 到 Ut Gt)U st = 1 (10) 
因为 0 是 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 中 的 算 符 ,所 以 还 不 能 说 UCt,w) 是 
么 正 算 符 ,只 能 说 是 左 等 距 算 符 .用 V+(i,t0) 左 乘 (8) 式 两 边 ,得 
Ut (bto)D(tt) = Ut Ct) U0,t) 
利用 (10) 式 得 Ut (tt)UT(u,t) = 1 


用 0(t,t) 右 乘 上 式 两 边 ,得 

V+ (bt) 一 Uto,t) 
取 (8) 式 的 道 : Ui,t) = (to 
由 此 两 式 得 Ut (t,t) = U1(t,t) 
这 就 证 明了 (9) 式 . 
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(4) 平均 值 随时 间 的 变化 
最 后 ,我 们 来 讨论 可 观察 量 4 的 平均 值 (4? 随 时 间 变 化 的 情 
形 . 由 于 态 矢量 |¥(2)) 随 时 间 演 化 ,即使 不 显 含 时 间 的 算 符 4, 其 
平均 值 (4) (一 般 仍 可 能 与 时 间 有 关 : 
(4) ©) = (YO 14| 到 CD (11) 
利用 苹 定 启 方 程 可 求 得 (4) () 随 时 间 变 化 的 规律 . 注意 到 


dA4)D 
dé 


d 
7 14|vC(0))> 


=[2 (v0 1AIPO) + CD1 


a4 9 
RO + VO la4[3 lO)] (12) 
将 酝 定 记 方 程 (1) 式 及 其 共 思 方 程 
.9 
一 访 序 到 (2 | =(¥(0)|H+ 
=(V()IH 
代入 (12) 式 ,得 
d(4)(b) 了 94 
a =,4]) + (3) (13) 


车 算 符 4 不 显 含 时 间 , 则 细 一 0, 于 是 (总 ) 一 0, 便 得 到 


DY (CH,A]) a4) 

如 果 算 符 4 与 体系 的 哈密 顿 量 对 易 
[LH,4]=0 (15) 
那么 就 有 LOY 0 (16) 


上 式 表明 算 符 4 对 任意 态 的 平均 值 不 随时 间 而 变化 ,我们 就 说 可 
观察 量 4 是 守恒 量 , 或 运动 恒 量 (constant of motion). 由 (15) 式 和 
(16) 式 可 知 , 在 算 符 4 不 显 含 时 间 的 情况 下 ,只 要 算 符 4 与 体系 
的 哈密 顿 量 对 易 ,可 观察 量 4 就 是 守恒 量 . 
《5) 几 点 说 明 
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人 @D 综 上 所 述 , 薛 定 雇 绘 景 的 特征 是 : 态 矢量 随时 间 变 化 由 薛 定 
请 方程 描写 ,表示 可 观察 量 的 算 符 一 般 不 显 含 时 间 , 这 些 不 显 含 时 
何 的 算 符 的 本 征 矢量 构成 希 尔 伯 特 空间 不 动 基 矢 ,这 些 基 矢 并 不 
描写 物理 状态 ,描写 物理 状态 的 矢量 必定 是 显 含 时 间 的 ,因为 它们 
必须 满足 含 时 的 萃 定 请 方程 . 当 万 不 显 含 时 间 时 , 苹 定 户 方 程 有 
很 多 定 态 解 , 这 些 定 态 解 是 的 本 征 矢量 乘 以 一 个 时 间 因 子 , 例 
如 ; 

[wD) = I)e-ks 

它 所 描写 的 状态 称 为 定 态 . 由 于 时 间 因 子 的 复 平方 为 1, 在 很 多 情 
况 下 不 起 作用 ,因此 往往 略 而 不 写 这 个 时 间 因 子 .但 是 我 们 应 当 记 
住 , 凡 是 描写 物理 状态 的 矢量 ,都 是 显 含 时 间 的 , 定 态 亦 是 如 此 .我 
们 可 以 直观 地 把 这 些 显 含 时 间 的 矢量 看 作 是 在 希 尔 伯 特 空间 中 不 
断 改 变 方向 的 动 矢量 , 定 态 也 是 动 矢量 

加 在 薛 定 词 绘 景 , 除了 直接 矢量 表示 之 外 ,还 可 以 有 各 种 表 
象 (representation) ,例如 坐标 表象 ,动量 表象 ,能 量 表象 等 . 每 种 表 
象 由 一 套 算 符 完 备 集 确定 一 组 共同 本 征 矢 量 作 基 矢 . 态 矢 量 的 矩 
阵 表示 是 一 个 一 列 抢 阵 ,矩阵 元 是 态 矢量 在 各 基 矢 上 的 分 量 ,而 算 
符 则 是 方 矩 阵 . 当 基 矢 属于 连续 本 征 值 时 ,状态 可 以 用 波 函 数 表 
示 , 而 算 符 则 可 表 为 相 乘 或 微分 算 符 . 例如 坐标 表象 中 ,状态 用 波 
函数 YY(z, 纺 表示 ,坐标 算 符 xz 对 w(z,) 的 作用 就 是 相 冬 ,而 动量 
算 符 p: 则 是 微分 算 符 一 间 Ea 值得 注意 ,不 论 什么 表象 ,描写 状态 
的 一 列 矩 阵 或 波 函数 ,总 是 显 含 时 间 的 ,而 描写 物理 量 的 矩阵 或 微 
分 算 符 则 通常 是 不 含 时 间 的 . 

加 在 初等 量子 力学 中 最 常用 的 表象 是 蕉 定 词 绘 景 中 的 坐标 表 
象 ( 位 置 表象 ), 有 的 文献 称 这 种 表象 为 花 定 评 表象 (Schrodinger 
representation). 

在 实际 计算 中 常用 薛 定 户 绘 景 ,因为 态 和 撩 量 (或 波 函 数 ) 随 时 
闻 变 化 可 直接 解 微分 方程 得 到 . 在 难以 求 出 精确 解 的 情况 下 ,往往 
可 用 各 种 近似 方法 求 出 近似 解 .这 种 图 人 铺 的 人 缺 点 是 本 定 证 方程 在 
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洛 仑 效 变 换 下 不 是 协 变 的 ;另外 , 当 有 相互 作用 存在 时 , 薛 定 兽 方 
程 将 成 为 非 齐 次 方程 ,而 且 往 往 也 是 非 线 性 方程 ,求解 这 类 方程 远 
较 求 解 线性 齐 次 方程 困难 得 多 . 
2. 海 森 堡 绘 景 
(1) 态 矢量 和 算 符 满足 的 方程 
现在 我 们 保持 希 尔 伯 特 空间 的 基 矢 框架 不 动 , 把 薛 定 谓 绘 景 
中 描写 物理 状态 的 态 矢 量 |w*(t)) 和 算 符 42 作 一 显 含 时间 的 么 正 
变换 : 
|z2) = DCtyto) I(t)) (17) 
4a(b) = U1(t,t) AsU ts to) (18) 
其 中 V(t,t) 是 具有 人 么 正 性 质 的 时 间 演 化 算 符 . 由 (17) 式 和 (18) 式 
得 到 的 新 态 矢 量 |”2 和 算 符 42() 称 为 海 森 堡 绘 景 中 的 态 矢 量 和 
算 符 ， 
考虑 到 初始 条 件 U(Ct,t 如 ) 王 1, 代入 (18) 式 可 得 
AN(W) = A (19) 
可 见 , 莅 定 词 绘 景 中 力学 量 算 符 等 于 海 森 堡 绘 景 中 初始 时 刻 的 力 
学 量 算 符 . 因此 ,(18) 式 亦 可 表 为 
AR(t) = U1(t, to) A Ct)UCt, to) (18') 
可 以 证 明 , 海 森 堡 绘 景 中 的 态 矢 量 等 于 苹 定 户 绘 景 中 初始 时 
刻 的 态 矢量 .事实 上 ,由 (17) 式 和 (2) 式 ,得 
| 和 ay》 一 ULCGtsto)1gs(D》“ 
=U71(t,t) Ut, to) [PsCto) 》 
一 |zs(to)》 《17') 
可 见 , 海 森 堡 绘 景 的 特点 是 , 态 矢量 |w*) 不 随时 间 改 变 ,但 可 
观察 量 的 算 符 则 随时 间 而 变化 . 下 面 我 们 来 求 算 符 48( 妨 随时 间 变 
化 的 规律 ,对 (18) 式 取 时 间 微 分 : 
EO -da 


一 1 ls 
= gov ,0) + Uty) Uin) 
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+ Ute) A BU Ceto) (20) 
将 (3) 式 及 其 共 轧 方程 
一 着 训 DG 人 二 U1(t tH 


代入 (20) 式 得 并 注意 (18) 式 ,得 到 
dA Ct) 


一 二 (Hah8 一 haH8) 十 Utiyto) vto) 
dt 刘 ot 


i HH AN 1 245 
= [AA] + Uo) Ub) (21) 


一 般 地 ,在 苏 定 词 绘 景 中 , 算 符 图 不 显 含 时 间 , 因 而 给 一 0. 于 是 ， 
(21) 式 变 成 
一 二 [8,49] (22) 


这 就 是 海 森 堡 绘 景 中 算 符 随时 间 的 变化 规律 , 称 为 海 森 堡 运动 方 
程 ， 

从 上 式 可 以 看 出 ,如 完全 由 Hs 决定 ,这 和 苏 定 语 绘 景 的 情 
况 相 类 似 . 当 一 个 体系 的 哈密 顿 量 给 定 后 ,在 莅 定 语 绘 景 中 可 通过 
解 苹 定 户 方程 来 决定 态 矢 量 (或 波 函数 ); 在 海 森 堡 绘 景 中 , 则 通过 
解 算 符 方程 (22) 式 得 出 算 符 的 具体 表示 式 . 

当 用 不 显 含 i 时 ,V(t,4) 由 (4) 式 给 出 ,这 时 显然 与 UG， 
t) 对 易 , 由 此 并 利用 (18) 式 可 证 明 

HE 一 UJ1(tto) HSUCt, to) 
=UTIC, UG, HS 
=Hs 
可 见 , 当 万 不 显 含 : 时 ,两 种 图 象 中 的 哈密 顿 量 是 相等 的 ,于 是 可 
路 去 上 标 从 而 得 到 


H?= HH (23) 
海 森 堡 绘 景 与 苹 定 主 绘 景 是 通过 么 正 变换 联系 的 ,因而 两 种 
绘 景 对 物理 体系 的 描述 是 等 价 的 . 例如 可 观察 量 的 平均 值 在 两 种 
绘 景 中 是 相同 的 
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WS 148|sCD)》 一 《型 ?| .48( [ps) 
又 如 算 符 间 的 代数 关系 (对 易 关 系 ) 在 两 种 绘 景 中 也 有 相同 的 形 
式 , 等 等 ,这 在 $2 中 已 作 过 证 明 , 不 再 重复 . 特别 是 ,基本 量子 化 
条 件 在 两 种 绘 景 中 也 有 相同 的 形式 ,与 8 1(11) 式 对 应 ,我 们 有 
[gf,g9] =[7,79] = 0 } 
[ee ,p89] = ho 
(2) 量子 力学 与 经 典 力学 的 关系 
因为 在 葵 定 词 绘 景 中 是 用 态 矢 量 随时 间 的 变化 来 表征 物理 体 
系 的 变化 ,而 态 矢 量 没有 经 典 物 理 量 与 之 相应 , 故 藤 定 户 绘 景 难于 
直接 与 经 典 力学 相 联 系 . 而 薄 知 堡 绘 景 则 是 通过 物理 量 随 时 间 的 
变化 来 表征 物理 体系 的 变化 ,可 以 清楚 地 看 出 它 与 经 典 力学 的 联 
系 . 现在 我 们 来 讨论 这 个 问题 . 
由 基本 量子 化 条 件 (24) 式 或 &1(8) 式 和 (9) 式 可 推 得 


= 一 ti- 一 一 者 时 
[及 ,四 访 n7 一 1 Wo 


(24) 


(25) 
[4,7:] =ifngt! = 
故 对 和 ps 的 函数 P(gqi,B) 应 有 
9F | 
[f(g,8:) ,4:] 一 一 WE 
> 


| 
| 
{ 
| 
/ 


dg 
a dg; 


加 (26) 
[Fgqi,7) ,ao 之 动 5 


应 用 于 哈密 顿 算 符 , 便 得 


an 
[H,4] = 一 入 5 os 
aHl 
[了 3 


现 将 算 符 方程 (22) 式 应 用 于 只 和 本 ,得 
dg _ i 
= = {eA) a 
时 [4 = (#4) 
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将 (27) 式 代入 (28) 式 便 得 


dg 3 _ 
dg a (gp, A}, | 


全 (29) 


竖 = 一 台 = (ga 


众所周知 ,在 经 典 力学 中 一 个 保守 系 的 广义 坐标 % 和 广义 动 
量 zx 满 足 哈密 顿 正 则 方程 : 


dt am {gH}。 Ee 
BB 3 = {pH}, 
其 中 经 典 泊 松 括号 { ”}。 由 § 1(9) 式 确定 . 

比较 (29) 和 (30) 式 可 以 看 出 , 海 森 堡 绘 景 中 的 量子 运动 方程 
( 海 森 堡 运动 方程 ) 与 经 典 力学 中 的 哈密 顿 方程 形式 完全 一 样 . 只 
要 注意 经 典 力学 的 正则 表述 方式 与 海 森 堡 表述 方式 之 间 的 如 下 对 
应 关系 : 

gr gtsp > PEIH > HE 


{A,B}e -> {47,B3), = 言 [的 ,59] (31) 


正则 运动 方程 ~> 算 符 运动 方程 
就 可 实现 从 经 典 力学 向 量子 力学 的 过 滤 . 
(3) 不 动 基 矢 与 动 基 矢 
为 了 进一步 形象 地 说 明 术 定 词 绘 景 与 海 森 堡 绘 景 之 间 的 联系 
和 区 别 ,我 们 取 能 量 表象 为 例 来 分 析 . 
设 甩 不 显 含 时 间 , | 办 ) 是 体系 能 量 为 及 的 本 征 矢 , 即 


HI|%) = El) (32) 

根据 {| 和 %)} 的 完备 性 ,任意 态 和 撩 |w()) 可 表 为 
[wD) = DoD 1p) (33) 
其 中 clt) = (pl)) (34) 


将 (33) 式 代入 醉 定 户 方 程 得 : 
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太守 DoD lb) = DoHIY) 
| = Si 
上 式 两 边 左 乘 |%%) 得 
Sl 一 BadE mls) 
利用 正 交 归 一 化 条 件 ( 狼 | 加) 一 和 ,对 求 和 便 得 到 


六 go 人 = cD)B, 
解 上 式 得 
alt) = oto)e a 
或 写成 
cbt) = clto)e hs (35) 
将 上 式 代 入 (33) 式 得 
|¥ OO) = De)etseD |y) (36) 


如 果 在 希 尔 伯 特 空间 中 取 { | 加)} 为 基 矢 , 则 态 矢 量 {c.( 人 )} 随 时 间 
变化 ( 见 (35) 式 ) ;但 是 ,由 于 物理 量 的 矩阵 元 是 


4 = (pn| AlY) (37) 
可 见 4% 不 随时 间 变 化 ,这 正 是 苏 定 词 绘 景 的 描述 方式 . 
现在 如 果 我 们 取 随 时 间 变 化 的 本 征 矢 
| = ec | 多 (38) 


作为 基 矢 , 则 由 (36) 式 可 知 态 矢量 便 是 {c(b)} 了 ,它们 不 随时 间 
而 变 , 但 这 时 物理 量 的 矩阵 元 是 
Awlt) = ($0) 1AIP 0) 

= 于 Dp A |b) 

二 Ame (39) 
可 见 物 理 量 是 随时 间 变 化 的 . 这 正 是 海 森 堡 绘 景 的 描述 方式 . 

由 上 分 析 可 知 , 在 巷 定 启 绘 景 中 取 { 1 加 )} 为 基 矢 , 基 矢 是 不 
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动 的 ; 而 在 海 森 堡 绘 景 中 则 取 {|%%(D)} 为 基 矢 , 基 矢 随时 间 变 
化 .|%% (9 ) 与 | 各) 之 间 的 关系 由 (38) 式 给 出 . 其实, 动 基 矢 | 人》 
和 不 动 基 矢 | 名) 是 通过 么 正 变换 联系 的 : 
|%D) =0C,6) |b) 
=e-F ea [> 
=eFh | 
这 正 是 (38) 式 ， 

由 于 在 莅 定 请 绘 景 中 基 矢 不 动 ,可 以 形象 地 把 态 矢 量 随 时 间 
变化 看 作 是 态 矢 量 在 希 尔 伯 特 空间 中 转动 ; 当 从 萃 定语 绘 景 过 滤 
到 海 森 堡 绘 景 时 ,由 于 进行 了 么 正 变换 ,可 以 形象 地 把 动 基 矢 看 作 
转动 ,而 态 矢量 不 随时 间 变 化 则 可 看 作 是 态 矢量 与 动 基 矢 一 起 转 
动 . 

我 们 已 经 看 到 ,物理 体系 随时 间 变化 的 不 同 描述 方式 归结 为 
希 尔 伯 特 空间 中 取 不 同 的 基 矢 集 , 动 基 矢 与 不 动 基 矢 只 是 通过 一 
个 周期 性 的 时 间 因子 6 知 “-o 相 联系 ,它们 并 不 是 对 应 于 不 同 物 
理 量 的 本 征 矢 集 , 所 以 与 表象 变换 的 概念 有 区 别 , 这 就 是 不 用 
representation 而 用 picture 的 原因 . 

(4) 几 点 注意 

像 在 共 定 词 绘 景 中 那样 , 海 森 堡 绘 景 中 也 可 采用 各 种 表象, 其 
中 常用 能 量 表象 ,有 的 文献 称 为 海 森 堡 表象 (Heisenberg 
representation ). 

海 森 堡 绘 景 的 优点 在 于 ; 算 符 运动 方程 具有 经 典 正则 方程 的 
形式 ,因此 可 以 仿照 经 典 力学 的 方法 处 理 量子 力学 体系 ,进一步 可 
以 推广 到 量子 场 论 . 它 的 缺点 是 ,对 每 个 力学 量 都 必须 求解 相应 的 
方程 ,而 这 些 方程 往往 是 难以 求解 的 . 

3. 相互 作用 绘 景 

对 于 有 相互 作用 的 体系 ,其 哈密 顿 量 往往 可 以 分 成 两 部 分 : 

H= H+ H; (40) 
其 中 HH 表示 无 相互 作用 时 的 哈密 顿 量 ,一般 与 时 间 无 关 , 妃 表示 
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相互 作用 微 扰 部 分 的 哈密 顿 量 ,一 般 显 含 时 间 , 五 为 总 的 哈密 顿 
量 . 这 种 情况 下 采用 第 三 种 描述 方式 即 引 入 相互 作用 绘 景 较为 方 
便 . 

(1) 态 矢量 和 算 符 的 运动 方程 

设 相互 作用 绘 景 中 态 矢 量 记 为 |w'(s)), 可 观察 量 的 算 符 记 为 
A'Q). 借 助 于 如 下 的 么 正 变换 可 以 从 莅 定 词 绘 景 过 渡 到 相互 作用 
绘 景 : 


[wi ) = Vt, to) |2sCD》 (41) 
A't) = UT1(t,to) AsUolt, to) (42) 
其 中 VC,w) 是 么 正 算 符 , 即 
Ut t,t) = Vo(t,t) (43) 
并 且 它 满足 算 符 方程 : 
六 0 的) = 有 at 的) 044) 
当 随 不 显 含 上 + 时 ,上 式 的 解 为 
Do(bt) 一 。 二 人 -人 届 (45) 
由 上 式 可 知 , 研 与 Wo 对 易 . 令 (42) 式 中 4 一 弄 , 则 有 
HE = Ur'HiUo = Vo UoH§ = HS (46) 


可 见 , 当 形 不 显 含 i 时 ,在 本 定 启 绘 景 和 相互 作用 绘 景 中 ,Ho 是 
一 样 的 , 故 可 写成 
H§ = Hi= Ho (47) 
现在 求 态 矢量 | 到 (6 满足 的 方程 对 (41) 式 两 边 求 时 间 微 
商 , 得 


名 ID) = [CD))) 


DE pe)) + vr 2 lye)) (48) 
由 (44) 式 取 共 轿 并 注意 (43) 式 得 
DUT! = #0 (49) 


将 上 式 及 莅 定 词 方程 代入 (48) 式 ,并 注意 (40)、(41)、(42) 请 式 , 得 
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BALAG. = HF|Y'()) (50) 


上 式 就 是 态 矢量 随时 间 变 化 的 规律 . 
其 次 我 们 来 求 可 观察 量 的 算 符 随时 间 变化 的 规律 . 对 (42) 式 
求 时 间 微 商 : 
ED PEs + UA RU (51) 


其 中 已 设 妈 不 显 含 时 间 , 即 2 一 0, 将 (44) 和 (49) 式 代入 (51) 式 ， 


并 利用 m 和 Ho 的 对 易 性 质 和 (42) 式 ,得 


dA'(t. i 
本 ) 一 于 [Bo,4] (52) 


上 式 就 是 算 符 的 运动 方程 . 

由 (50) 式 和 (52) 式 我 们 可 以 得 出 结论 ,在 相互 作用 绘 景 里 , 态 
矢量 和 算 符 两 者 均 随 时 间 变 化 . 态 矢 量 满足 的 方程 (50) 式 与 薛 定 
证 绘 景 中 的 运动 方程 具有 相同 的 形式 ,只 是 用 于 取代 Hs*(=H). 
所 以 , 矢 态 量 随时 间 的 变化 由 相互 作用 哈密 顿 量 H{ 决 定 . 而 算 符 
满足 的 方程 则 与 海 森 堡 绘 景 中 的 算 符 运动 方程 形式 一 致 ,只 是 用 
Ho 取代 Ba( 一 万 ). 所 以 , 算 符 随时 间 的 变化 由 无 相互 作用 的 哈密 
顿 量 Ho 决定 . 这 就 是 相互 作用 绘 景 的 特征 ,也 是 这 种 描述 方式 的 
优越 性 所 在 , 它 兼 有 前 两 种 描述 方式 的 优点 ,对 实际 问题 的 计算 
〈 如 辐射 问题 .散射 问题 ) 带 来 很 大 的 方便 . 量子 场 论 中 微 扰 论 计算 
往往 就 是 采用 这 种 绘 景 . 

(2) 由 海 森 堡 绘 景 过 渡 到 相互 作用 绘 景 

我 们 也 可 以 从 海 森 堡 绘 景 通过 么 正 变换 过 渡 到 相互 作用 绘 景 

[PD) = Us(t,to) |¥3) (53) 
(0 = Ut to) AUT t,t) (54) 
注意 到 (17) 式 和 (C41) 式 有 
[7 =Ur1(,t0) |¥() > 
=UN ,to Ut) |aCD》 (55) 
也 可 以 用 此 式 来 定义 相互 作用 绘 景 中 的 态 矢 量 |w'(2) .对比 (53) 
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与 (55) 式 可 得 
Dish) = UF UC to) (56) 
因为 051(t,t) 和 (tb) 都 是 么 正 算 符 , 而 么 正 算 符 的 乘积 仍 是 么 
正 算 符 , 故 wdt,t 也 是 么 正 算 符 
Ut (t,t0) = Uri(t, to) (57) 
Uilt,to) 满 足 的 方程 可 由 Vobt,4),0 (t,o) 所 满足 方程 求 得 , 注 
意 到 (3) 式 和 (44) 式 的 共 轿 式 
— Wt vp) 8 
以 及 (54) 式 《57) 式 和 (18) 式 , 则 由 (56) 式 得 
前 呈 DG = HDCttt) (58) 


上 式 就 是 么 正 算 符 U.(t,) 所 满足 的 方程 . 因为 Vel,4) = 二 1,0(4， 
如 ) 一 1, 故 由 (56) 式 可 知 V(t, 如 的 初始 条 件 为 
Uiltsto) = 1 (59) 
根据 定义 (53) 和 (54) 两 式 ,可 分 别 得 到 (50) 式 和 (52) 式 ,不 再 
熬 述 . 
(3) 时 间 演 化 算 符 
最 后 ,我 们 指出 ,在 相互 作用 绘 景 中 也 可 以 像 薛 定 兽 绘 景 那 
样 ,引入 时 间 演 化 算 符 把 |w'()) 与 |¥'(io) ?联系 起 来 , 即 
[zt = Ut,to) [Y(t0) 》 (60) 
人 象 莅 定 词 绘 景 中 的 做 法 一 样 ， 将 上 式 代入 (50) 式 即 可 得 出 Us(t,to) 
所 满足 的 方程 : 


诊 一 Hw) (61) 


并 且 具 有 初始 条 件 
DCtoto) = 1 (62) 
以 上 两 式 正 是 (58) 式 和 (59) 式 . 所 以 ,联系 [16)) 和 ||)) 的 时 
. 间 演 化 算 符 (i,w) 就 是 由 海 森 堡 绘 景 过 滤 到 相互 作用 绘 景 的 么 
正 变换 算 符 , 这 与 联系 |w*(t)) 和 |w*(w)) 的 时 间 演 化 算 符 VU (t,to) 
就 是 由 苹 定 户 绘 景 过 滤 到 海 森 堡 绘 景 的 么 正 变换 算 符 的 情形 是 一 
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样 的 . 
人 象 在 莅 定 词 绘 景 中 那样 ,如 果 相互 作用 哈密 顿 量 HF 不 显 含 
时 间 , 则 (61) 式 的 解 为 
Vityt0) 一 e 言 co 性 (63) 
如 果 一 显 含 时 间 , 则 (61) 式 可 化 为 积分 方程 : 
Vill) = 工 十 间 me De tae (64) 


若 相互 作用 很 弱 , 可 作 微 扰 处 理 . 用 和 迭代 法 可 求 得 微 扰 展开 级 数 ， 
详 见 第 八 章 8 5. 


$4 算 符 的 本 征 值 和 本 征 矢 的 计算 


本 节 我 们 在 薛 定 启 绘 景 中 ,利用 直接 矢量 形式 ( 算 符 方法 ) 和 
各 种 表象 求解 定 态 的 本 定 词 方程 ( 即 五 的 本 征 方程 ) 
Hily) = Ely) (1) 
为 了 具体 起 见 , 用 一 维 线性 谐振 子 为 例子 , 它 的 哈密 顿 量 的 具体 形 
式 是 


一 二 ] oz 
万 一 po 十 了 no 2 (2) 


我 们 将 用 算 符 方法 和 分 别 在 及 表象 .z 表象 和 ?表象 中 求解 线性 
谐振 子 的 能 量 本 征 值 和 本 征 矢 ( 或 本 征 函 数 ). 
1. 算 符 方法 
算 符 方法 的 特点 是 直接 从 对 易 关系 求 出 能 量 的 本 征 值 和 本 征 
矢 , 更 突出 地 显示 出 量子 化 条 件 所 起 的 作用 ,而 不 必 借 助 于 具体 的 
表象 . 
(1) 升 算 符 和 降 算 符 。 谐 振子 的 能 量 本 征 值 和 本 征 矢 
考虑 两 个 算 符 , 它 们 是 算 符 ?和 z 的 函数 ,定义 如 下 : 
a = (2mfo) -mor + ip) (3) 
a+ 三 (2mfiw) (moz 一 ip) (4) 
注意 a 和 at 不 是 厄 密 算 符 ,因为 a+ 关 a. 
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利用 z 和 ?之 间 的 对 易 关 系 , 可 以 求 出 上 和 o+ 之 闻 的 对 易 关 
系 .为 此 , 先 求 
at a = (2mf0) (moz — ip) (mos + ip) 


=(f0)-1(H — Fo) (5) 


其 中 最 后 一 步 利用 了 4 和 ? 的 对 易 关 系 zz 一 zz 一 四 
同样 可 求 得 


oat = ho) 1(H + B10) (6) 
(6) 式 减 去 (5) 式 便 得 到 a 和 a+ 的 对 易 关 系 
[a,at] 二 aat— ata=1 (7) 
由 (5) 式 可 得 到 五 的 另 一 种 形式 : 
H=w(ata + 去 ) (8) 
由 (8) 式 可 见 , 求 五 的 本 征 值 和 本 征 矢 可 归结 为 求 ata 的 本 
征 值 和 本 征 矢 ( 注 意 a+ta 是 厄 密 算 符 )、 
为 了 简单 和 以 后 需要 ,我们 令 
N=ata (9) 


设 算 符 Y 的 本 征 值 为 ,相应 的 归 一 化 本 征 矢 为 |a), 则 有 NN 的 本 
征 方程 
Nia) 一 aa) (10) 
首先 证 明 "之 0. 为 此 ,用 (x| 左 乘 上 式 两 边 ,得 
(nlN|n) 一 n(n|n) =n 
将 (9) 式 代入 上 式 得 
n= (njat ala) = lalz)| 过 0 (11) 
可 见 , 的 本 征 值 必 不 小 于 零 . 
利用 对 易 关 系 (7) 式 ,及 本 征 方程 (10) 式 ,我 们 有 
Naln) =at aaln) 
一 (aa+ 一 1)aln) 
一 ae+ aln) — aln» 
=aN|n) — aln) 
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一 人 一 1)alza) (12) 
由 上 式 可 以 看 出 ,ala) 也 是 N 的 本 征 矢 ,相应 本 征 值 为 > 一 1. 因 
此 ,aln) 与 本 征 值 为 a 一 1 的 本 征 矢 | 一 1) 应 只 相差 一 个 常数 因 
子 :; 
aln) = cln — 1) (13) 
4 的 数值 确定 如 下 . 上 式 乘 以 自己 的 厄 密 共 罗 , 得 


(nlat aln) = (n— lletce,|s — 1) 


即 nlnln) = |cl:ln — 1|n CO— 1» 
注意 到 归 一 化 条 件 rln)=1, 《一 1|x 一 1)==1, 由 上 式 可 得 

jc 一 (14) 
故 c 一 /mep (15) 
不 失 一 般 性 , 取 p=0, 于 是 

co 一 AR (16) 
代入 (13) 式 得 

ala) = Vn ln — 1) (17) 


由 (12) 式 可 知 ,a 作 用 于 1x) 所 得 的 aln) 仍 是 入 属于 本 征 值 为 
7 一 1 的 本 征 矢 , 又 由 (17) 式 看 出 aln) 与 | 一 1) 表 示 同 一 状态 , 故 a 
作用 于 la 得 到 Y 的 本 征 值 为 + 一 1 的 本 征 矢 |a 一 1). 所 以 ,我 们 
称 a 为 降 算 符 (lowering operator). 
可 以 证 明 ， 
Na:|n) = (na — 2)a?|n) 
Nas|n) = (n — 3)a|n) 


于 是 ,n,n 一 1,n 一 2,… 都 是 的 本 征 值 ,但 上 面 已 经 证 明之 0, 则 
同时 满足 这 两 个 条 件 的 只 能 是 零 和 正 整 数 ,否则 会 出 现 负数 ， 
这 是 不 允许 的 . 这样, 我 们 得 到 结论 : 


n= 0,1,2,3 (18) 
类 似 (12) 式 的 计算 ,可 得 
Nat |a) = (n+ 1)at |) (19) 


185 


类 似 (17) 式 的 计算 过 程 , 可 得 
at la) = Va lat 1) (20) 
由 于 (19) 式 和 (20) 式 ,我 们 称 e+ 为 升 算 符 (raising operator). 
现在 我 们 回 到 线性 谐振 子 的 哈密 顿 算 符 (8) 式 


H=fw(lata 二 并 


一 to(N 十 己 ) QD 


由 上 式 可 见 ,NWN 和 五 对 易 , 它 们 有 公共 本 征 矢 . 因为 |*) 是 N 的 本 
征 矢 , 即 Iw)=ala), 设 Iw) 也 是 五 的 本 征 和 撩 , 即 

Hln) = BE.|n) (22) 
将 (21) 式 代入 上 式 得 


如 (N 十 于 ?|a)》 一 为 | 
代入 (10) 式 并 注意 到 (18) 式 上 式 成 为 
如 十 去 )1a) 一 加 lz》 
由 此 得 到 线性 谐振 子 的 能 量 ( 互 的 本 征 值 ) 为 
EBE= (na 十 Bo, n= 0,1,2,3.. (23) 


从 基态 本 征 矢 10) 出 发 ,重复 作用 ao+ 于 10? 上 ,可 求 出 线性 谐 
振子 的 妃 的 一 系列 本 征 矢 : 


0) 
1) = at |0) 
2) = 二 or |1) = 二 or):10》 

V3 Vi 

Re 1 a (24) 

3)= at |2) = (a+)3|0> 

V3 ~ 面 
由 一 -orla 一 1) 一 -Cr"10) 

Ma Mn!l 
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而 10) 满 足 
al0)=0 (25) 

至 此 ,问题 全 部 解决 . 

(2) 粒子 数 表象 。 矩阵 表示 

现在 我 们 回 到 (9) 式 定义 的 算 符 N==at+a, 可 把 它 称 为 粒子 数 
算 符 Cnumber operator). 由 (10) 式 和 (18) 式 可 知 ,na 一 0,1,2,3,… 是 - 
粒子 数 算 符 的 本 征 值 , 可 看 作 是 粒子 数 . ja 为 相应 的 本 征 矢 , 

有 了 了 H 或 N 的 全 部 本 征 矢 ,我 们 就 可 以 在 希 尔 伯 特 空间 中 以 
{ |a》} 为 基 矢 建立 起 五 表象 (能 量 表象 ) 或 粒子 数 表 象 ( 占 有 数 表 
象 occupation representation). 在 这 个 表象 中 , 算 符 a 和 a+ 的 矩阵 元 
分 别 由 (17) 式 和 (20) 式 得 出 : 

wleln) =V Rls Oo 1) 


=V Ral (26) 
alot |a) 一 人 十 Tow la 1) 
一 人 十 It (27) 
0 VI 0 0 
0 0 Vi 0 … 
即 =|j。 ， a (28) 
0 0 0 0 ， 
IT 0 0 0 ， 
at=|0 Vi 0 0 (29) 
0 0 . 


其 中 和 矩阵 的 行列 号 按 0,1,2… 次 序 排列 . 
容易 得 到 YX 一 ata 的 矩阵 是 对 角 甜 阵 , 即 
(| ja》 一 aa |n) = ne, (30) 
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可 见 对 角 元 素 即 为 的 本 征 值 "一 0,1;2,……， 即 


根据 (21) 式 ,在 入 表象 (H 表象 ) 中 ,及 的 矩阵 元 为 
Ww IH|In) =ho(n 十 BX I> 
二 io(n 十 Do 


故 志 的 矩阵 为 对 角 答 阵 ,对 角 和 矩阵 元 为 五 的 本 征 值 , 即 


py 0 0 0 
3 
0 0 0 
H= ho 
0 0 去 0 
由 (3) 式 和 (4) 式 可 解 出 z 和 ?: 


= 一 (于 De + at) 
p=— i(YE)a 一 or) 
于 是 ,得 到 NN 表象 中 z 和 2 的 矩阵 元 : 


(人 |zla)》 = ) VR + MTT TOs) 


2mo 


人 zl) =— i Tos 一 MTT Tevet) 


其 矩阵 形式 分 别 为 
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(31) 


(32) 


(33) 


(34) 


(35) 


(36) 


(37) 


0 VI 0 0 
VI 0 Vi 0 
z= 0 VT 0 V3 C36') 

0 0 V3 0 

0 VT 0 0 

一 WII 0 A 0 

pz 一 一 Ko 0 -Vi 0 V3 
0 0 一 -3 0 


(37) 
在 V 表象 中 ,X 的 本 征 矢 ( 即 互 的 本 征 矢 ) 的 矩阵 形式 是 
0 0 0 
1 1 0 0 
0 
[二 eV oA I PT od EE 
0 0 1 
0 
0 0 : 
(38) 


若 将 (29) 式 分 别 作用 于 (38) 式 中 各 式 , 便 得 到 (24) 式 的 结果 , (33) 
式 也 与 (23) 式 的 结果 相同 . 

(3)z 表象 

我 们 也 可 以 把 直接 矢量 计算 的 结果 取 z 表象 ,以 便 求 出 本 征 
函数 的 具体 形式 ,看 出 粒子 在 空间 的 几率 分 布 情况 . 


在 z 表 象 中 ,z 和 ?的 算 符 形式 是 已 知 的 : 
2 ? 一 一 起 交 (39) 
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于 是 ,(3) 式 变 成 


a (maz 十 让 一 ) 
MR 
-= 廊 《+ 认 (40) 
其 中 5= /有 一 = (41) 
同样 , (4) 式 变 成 
at= a (moz 一 ip) 
VM 103 
1 9 
一 -一 -( 上 一 志 2) 
< Ea (42) 


我 们 首先 求 ‰(z) = (z10). 注意 到 a10)==0 在 z 表象 中 的 形 
式 为 


方 $ + Bh) 0 (43) 
这 是 一 个 一 阶 微分 方程 , 它 的 解 是 
po(E) = Noe-Es C41) 


式 中 No 由 归 一 化 条 件 || wo(z) dz = 1 确定 ， 
N= (2 
于 是 得 到 归 一 化 的 %(&): 
加 (6) = (Ee (45) 


有 了 Ybz) 三 4z10), 就 可 以 利用 升 算 符 e+ 即 ( 和 2) 式 依次 求 出 
四 (2) 二 《z|1) (2z) 二 《212) ,各 (2) 三 (z1a)，,…. 先 求 加 (6): 


1 d 
h(E) = at polé) = 7 eS 
利用 算 符 公式 《一 =— ek Be 
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则 h(E) = -于 3 :de .ee-#: 


Em dé 
=-- 方 全 lo-$s C= ee) 
一 - 方 6 且 9 (46) 
式 中 (=— ee 
现在 求 (6). 由 12) 一 -e+11) 有 有 
入 + ty ze 
加 (人 ) 亏 9 =- 扩充 人 -让 %9 
= (- be ee) mowede 一 ge 
J 一 e aee ) 方 你 te . kr ) 
-LC Dr fe] 
一 -二 (1 (47) 
式 中 Ha(€) = (一 Daee Ee 
如 此 继续 下 去 ,对 如 (5) ,有 
=— 1 (0) 
bE) 所 二 oe-JeH,(e) 
= TR (48) 
其 中 及 (6) 一 (一 De8 这 (49) 
是 厄 密 多 项 式 . 
(48) 式 也 可 以 写成 
加 (6) = Ne- HCE) (50) 
其 中 N,= Ga (51) 
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4 由 (41) 式 给 出 . 


以 上 结果 与 在 坐标 表象 中 直接 解 薛 定 请 方 程 所 得 结果 完全 一 


致 . 
2. 在 能 量 表 象 中 的 计算 
我 们 也 可 以 用 表象 矩阵 形 式 来 进行 计算 ,这 样 不 必 知 道 基 
矢 的 任何 知识 ， 
2 
由 也 = 直 PP 十 办 ,可 得 
2 MO (52) 
an_1 
E73 ey (53) 
代入 8 3(27) 式 得 
Mz 一 一 于 Czz pH) (54) 
Tp = 所 (Hz 一 z11) (55) 
取 (54) 式 的 大 矩阵 元 
(jimoz|k) =C— 地 ICHp 一 pH) JE) 
一 一 二 (Blz| 有 一 肪 (jlzlz) 
即 和 OOznm 一 一 于 全 一 BE)ps (56) 
同 理 , 取 (55) 式 的 大和 矩阵 元 
一 到 (局 一 本 an (57) 
由 上 两 式 可 得 
LA 和 (已 一 及)Pn 一 0 
(58) 


一 夺 (B; 一 Bi)zx 十 lp =0 


上 式 是 关于 za 和 za 的 齐 次 线性 方程 ,有 非 零 解 的 条 件 是 系数 行列 
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式 为 零 : 


mo? 二 (有 一 加) 


育 
=0 
La 
一 言 (8 一 把) 去 
由 此 得 (B;— Bi)? = (jao)2 (59) 


若 8; 一 不 满足 上 式 , 则 za 一 zz 一 0. 由 上 式 知 ,五 的 本 征 值 应 当 
是 相差 加 的 一 系列 分 立 的 等 间距 数值 , 设 为 


Bj= (i 二 efw， j= 0, 土 1, 圭 2, (60) 
0<se<l1 
这 时 ,不 为 零 的 矩阵 元 是 
Pa = palit 十 G2,j-1) (61) 
Za = Tpit 十 602,j-1) (62) 
下 面 求 H，: 
wo 
Ha = 让 成 下 2 
2 
= 去 DD 十 全 om (63) 
今 由 (56) 式 解 出 
zh =— RB — Bi)pa (64) 
代入 (63) 式 得 


1 kd 
H; = D7 = ms — B)px(E,— BE)pn 


利用 (60) 式 有 
历 一 及 = 一 7oG 一 站 
EB— E,= fo(!l — k) 
注意 到 (61) 和 (62) 式 以 及 上 面 两 式 , 则 


1 
有 一世 0 一 GD QT 一 D]pm 
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= 志 DU GD lp 十 6 
; 
X Pabst 十 oo) 


1 : 
一 区 [5(2 二 jEpjsnipitin t+ (2— j++ pipiin]on 


故 Hj;j= 二 [psp 十 pj,i-tPj-1]j (65) 
另 一 方面 ,Ha= 6n, 即 
Hy 一 局 (66) 
将 (60) 式 代入 上 式 得 
H; = E;= (+ fo (67) 
比较 (65) 和 (67) 式 可 得 
PistPit1 十 Bini-1Pi-1,i = (I + endo (68) 
由 7 的 厄 密 性 有 
Pj,it1 = Pir1,j (69) 
《68) 式 成 为 
[ps + pl? = (十 em (70) 


可 见 , 上 式 右 边 必 须 不 为 负 , 即 j 宇 0. 设 上 式 的 解 可 以 写成 
pijt1 = cMITa, py 一 cwVG 一 TD 十 ca (71) 
代入 (70) 式 确定 c< 和 a, 即 
|cl2G 十 o) 十 lo—1+0= G+ meo 


可 见 @ 
1 一 2 一 2 (72) 
a 一 十 六 (73) 
2 
代入 (71) 式 得 


@ 《72) 式 中 了 到。 一 io 束 是 为 了 使 所 得 = 和, 的 矩阵 元 表示 式 与 (36 和 《37) 两 式 
一 致 . 
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(74) 
Pts =i Mmho/2 Mj— 1)+oa 


下 面 确定 a.(70) 式 是 一 个 递 推 公 式 , 由 pj,+1 即 可 推出 -ur 为 了 
保证 ;之 0, 这 个 递 推 公式 必须 在 ;=0 处 中 断 , 否 则 将 推出 许多 ; 
为 负 的 矩阵 元 ,中断 的 要 求 就 是 z-:o 一 0, 由 (74) 式 第 二 式 得 

Pp- =cM—1+a=0 


Pijti =i Vmfo/2 Mj+a | 


由 此 得 ca 一 十 1 ~ (75) 
代入 (73) 式 得 
志江 二 去 = 去 (76) 
再 将 a=1 代 入 (74) 式 ,得 
mn=ifY VITI (77) 
pei /V7 (78) 
将 (76) 式 代入 (60) 式 ,并 注意 /过 0, 得 到 能 量 本 征 值 为 
局 = G+ 省 Mo j= 0,1,2, (79) 
将 (79) 式 及 (77) 式 代入 (64) 式 得 
Zt1 一 起 Vi 二 (80) 


将 (79) 式 及 (77) 式 代入 (64) 式 则 得 


zj! 二 二 了 (81) 

最 后 , 若 用 来 代替 ;, 则 有 
B= (nt Bo n= 0,1,2,3,." C82) 
Tantl 一 | 起 十 | (83) 
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本 (84) 
pani = | 2TT (85) 
ps 一 用 (86) 


(83) 一 (86) 诸 式 与 (36) 及 (37) 两 式 一 致 . 

3. 在 z 表 象 中 计算 

将 (39) 式 代入 (2) 式 并 取 z 表象 , 便 得 到 五 |y)==BIy) 在 z 表 
象 中 的 形式 : 


一 所 ye) 十 2 = Ey(z) (87) 


这 是 关于 y(z) 的 微分 方程 , 它 的 解 是 我 们 熟悉 的 ,不 再 次 述 ,只 将 
结果 写 下 : 


忆 二 (n 十 计 )fo， n= 0,1,2,3,. 


b(6) = (a HS) 


或 hz) = ( Ha eH, (az) 
ee 
4. 在 ?表象 中 计算 


在 7 表象 中 ,7 一 pz 一 六 襄 设 表象 中 波 函 数 用 p.(p) 表 示 ， 
则 妃 |%) 一 8 多 在 ?表象 中 的 形式 是 


FD = 了 人) (88) 
令 P= moy (89) 
则 (88) 式 变 成 

一 蔡 吉 Pp 十 g(y) = Ep(y) (90) 
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它 的 形式 与 z 表象 中 的 微分 方程 (87) 完 全 一 致 ,由 此 立即 可 得 到 
它 的 解 为 


B= (n+ ho = 0,1,2,3,." (91) 
ply) 一 ce 和 (ay) (92) 

注意 到 (89) 式 ,上 式 变 成 
pbp) = ee?) (93) 


4 
1 1 
en V Zn! V mmo (ri Tam (94) 
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第 六 章 ”量子 力学 中 的 对 称 性 


$1 对 称 性 与 对 称 性 变换 


1. 对 称 性 的 意义 

在 物理 学 中 一 一 无 论 是 在 经 典 力学 中 或 者 是 在 量子 力学 中 ， 
对 称 性 (symmetry) 都 起 着 重要 的 作用 . 特别 是 随 着 近代 物理 学 的 
发 展 ,更 显得 对 称 性 理论 的 重要 . 人 们 对 于 对 称 性 的 认识 ,可 以 追 
湖 到 没有 文字 记载 的 史前 时 期 ,古代 人 类 使 用 的 工具 、 祭 祀 器 下 及 
装饰 品 往往 具有 某 种 空间 对 称 性 , 中 国 历 代 的 建筑 ,往往 具有 很 高 
程度 的 左右 对 称 性 . 这 种 对 称 性 的 概念 ,很 早 就 为 物理 学 家 们 注意 
到 ,并 且 得 出 了 许多 有 用 的 结果 . 

在 经 典 物理 学 中 ,对 称 性 的 重要 性 可 从 下 述 两 方面 看 到 : 

(1) 对 称 性 可 以 简化 某 些 物理 量 之 问 的 关系 . 

例如 光 或 电磁 波 在 各 向 不 同性 介质 〈 例 如 晶体 ?中 的 传播 规 
律 是 相当 复杂 的 . 在 这 类 介质 中 ,电位 移 矢 量 了 与 电场 强度 互 一 
般 不 同 向 (磁感应 强度 B 与 磁场 强度 H 也 有 类 似 情况 ), 它 们 之 问 
通过 介 电 张 量 来 联系 , 即 

户 = Dap (i,j= 1,2,3) 


可 以 证 明 , 在 保证 能 量 守恒 条 件 下 ,=s( 对 称 张 量 ) ,所 以 它 有 6 
个 独立 的 变量 ,经 过 主轴 变换 后 
D.= &E:, D,= sb,, D,= 8b, 
&5915: 称 为 主 介 电 系数 . 在 & 关 6, 隆 s 情况 下 ,一 般 说 来 ,DD 与 EE 方 
向 不 同 ,此 时 将 发 生 各 种 奇异 现象 ,例如 双 折射 等 .但 如 果 介质 是 
各 向 同性 的 , 即 。 一 5 一 a, 则 只 有 一 个 介 电 系数 ,这 时 D=sE,D 与 
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已 同 向 . 对 于 磁 各 向 同性 介质 ,B 一 AH, 为 导 磁 系数 . 这 样 ,在 均 
匀 各 向 同性 介质 中 ,电磁 场 的 波动 方程 将 大 大 简化 ,只 含 两 个 常数 


:与 p, 电 磁 波 的 传播 速度 为 v= 一 一 ,c 为 真空 中 的 光速 
Mak 


《2) 对 称 性 可 以 导致 某 些 守恒 量 ( 运 动 积分 ) 的 存在 ,也 就 是 
说 ,守恒 定律 的 存在 ,是 与 体系 的 某 种 对 称 性 相 联系 的 . 

在 经 典 力 学 中 ,一 个 体系 的 守恒 定律 与 体系 对 称 性 的 密切 联 
系 ,首先 为 雅 科 毕 (Jacobi) 注 意 到 . 1842 年 他 就 指出 ,对 于 一 个 能 
够 用 拉 氏 量 工 (Lagrangian) 来 描述 的 体系 民 在 体系 平移 下 的 不 变 
性 将 导致 动量 守恒 ,在 空间 转动 下 的 不 变性 将 导致 角 动量 守恒 . 许 
获 (J. R. Schiitz) (1897 年 ) 指 出 , 工 在 时 间 平 移 下 的 不 变性 将 导致 
能 量 守恒 . 这 些 结论 的 普遍 证 明 , 可 参阅 朗 道 和 粟 弗 席 效 著 (力学 》 
第 一 章 . 

在 量子 力学 中 ,时 空 对 称 性 同样 可 导致 能 量 、 动 量 . 角 动量 守 
恒 . 此 外 ,还 导致 没有 经 典 类 比 的 字 称 守恒 .除了 时 空 对 称 性 之 外 ， 
还 存在 其 他 性 质 的 对 称 性 , 亦 导致 相应 的 守恒 定律 ,例如 规范 不 变 
性 导致 电荷 守恒 ,等 等 . 本 章 讨论 各 种 守恒 定律 与 对 称 性 的 关系 ， 
以 及 对 称 性 导致 的 其 他 结果 . 

2. 对 称 性 变换 

(1) 么 正 变换 与 反 么 正 变换 

物理 体系 的 对 称 性 ,通过 一 定 的 变换 表现 出 来 . 即 一 个 体系 的 
某 种 对 称 性 ,在 数学 上 可 以 通过 体系 (或 哈密 顿 量 ) 在 一 定 变换 下 
物理 性 质 的 不 变性 来 描述 . 我 们 称 这 种 保持 体系 物理 性 质 不 变 的 
变换 为 对 称 性 变换 . 

在 量子 力学 中 ,体系 的 状态 用 希 尔 伯 特 空间 中 的 矢量 |) 来 
表示 ,力学 量 用 此 空间 中 的 线性 厄 密 算 符 4 表示 . 对 体系 施 以 对 
称 性 变换 0 后 ,状态 改变 为 |w'), 即 

lw > = 达到》 (1) 
体系 的 另 一 状态 12 则 变 为 | 多 ). 由 于 对 称 变 换 不 改变 体系 的 物理 
性 质 , 所 有 测量 结果 都 不 因 对 称 变换 而 改变 . 因此 ,在 1¥') 态 测量 
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结果 为 | 多 ) 的 几率 应 等 于 在 |y) 态 测量 结果 为 15) 的 几率 , 即 
[Iv') l= | Gly)|? (2) 

或 [Ir )| = 10)| (3) 

注意 ,这 里 并 未 要 求 (Z|w')== (01¥) (内 积 不 变 ,这 是 么 正 变换 的 

特征 ), 而 只 是 要 求 内 积 的 绝对 值 不 变 . 维 格 纳 (Wigner) 曾 经 证 明 ， 

对 称 性 变换 局 限于 么 正 变换 (unitary transformation) 与 反 么 正 变换 

(antiunitary transformation) 两 类 . 下 面 讨 论 这 个 问题 . 

考察 任意 态 矢 量 


| = > cjw》 (4) 
对 体系 施 以 对 称 性 变换 UV 后 ， 
lw) = Delw) (5) 
其 中 0 = (ul) (6) 
& = (wl ) (7) 
根据 (3) 式 ,可 得 
lol = Iol (8) 
我 们 讨论 两 种 可 能 :6 二 ome* ,c=cre*, 式 中 6 为 任意 实 位 相 角 . 
QO a=00s 
这 时 (5) 式 变 成 
| 中) = > oo lw) 
把 唉 吸收 到 lw 中 去 ,就 得 到 
I¥) = Dl) (9) 
对 于 另 一 态 矢量 10) = Dd) (10) 
仿照 上 面相 同 的 步骤 ,同样 可 得 到 
| 罗 ) = 24 QD) 
设 |》 = aly) + pI) (12) 
将 (4) 式 和 (10) 式 代入 上 式 得 
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1) = > (ac 十 1)|wy》 (13) 
同样 上》 = (ac, + Bl) |) 


=alw') + PIO» (4) 
注意 到 Iw)=VIV)，|8)=016)，18) 一 全 
由 (12) 式 和 (14) 式 可 得 


Ul(alw) 十 BlI®)) = ov |Y) + 60|2)， (15) 
上 式 是 线性 变换 的 特征 ,可 见 0 是 线性 算 符 . 
又 由 (9) 式 和 (11) 式 作 标 积 得 
(| 多 一 Dd, = (FID) (16) 


上 式 表示 保持 两 矢量 标 积 不 变 , 因而 对 称 性 变换 0 应 是 么 正 变 
换 , 算 符 忆 是 么 正 算 符 ， 


加 oo 一 过 的 
与 上 面相 同 的 步骤 可 得 到 
I = 2 |) (17) 
| = Da lw) (18) 
Ulaly¥) + Bl)) = arvly) + BP'UID) (19) 
VIV) = Pea = (DY) = (YI9)* (20) 


(19) 式 表明 ,对 称 变换 0 是 反 线性 变换 ; (20) 式 表明 ,VU 又 是 反 么 
正 变换 . 

实际 上 我 们 常常 涉及 的 对 称 变换 ,除了 时 间 反 演 是 反 么 正 变 
换 外 ,其 余 均 属 么 正 变换 . 例如 体系 的 空间 平移 或 转动 都 是 么 正 变 
换 . 此 外 ,还 有 与 体系 的 动力 学 对 称 性 相 联 系 的 么 正 变换 ,与 同位 
旋 (SV:) 不 变性 和 强 子 结构 的 50 对 称 性 相 联系 么 正 变换 . 在 表象 
理论 中 ,不 同 表象 或 绘 景 之 间 也 是 通过 么 正 变换 相 联系 的 . 有 关 么 
正 变换 的 性 质 , 已 在 第 五 章 $ 2 中 讨论 过 . 

《2) 莅 定 语 方 程 的 对 称 性 

现在 我 们 来 研究 描述 微观 粒子 运动 规律 的 莅 定 词 方程 的 对 称 
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性 . 
薛 定 启 方 程 为 


2 
请 二 5 一 HIY) (21) 


设 体系 具有 某 种 对 称 性 . 在 对 称 变换 0 下 , 态 | ) 变 为 |w'》， 
即 
lw => IF) = UI - (22) 
或 Iv) = U-!|') (22') 
式 中 三 :是 中 的 逆 变 换 , 在 变换 0 下 体系 具有 对 称 性 意味 着 |》 
与 |w') 满 足 相 同 的 运动 方程 , 即 如 果 | 罗 ) 是 体系 的 可 能 态 , 则 |'》 
也 是 体系 的 可 能 态 , 即 | ) 满 足 藤 定 词 方程 (21) 式 , 则 1’) 也 满足 
莅 定 启 方 程 


Wa = HI) (23) 
将 (22) 式 代入 上 式 得 
9 
流 U I) = HUIY) (24) 
两 边 乘 以 UT"!, 得 
Wl ~ vv ly) (25) 
与 (21) 式 比较 ,得 到 重要 的 结果 
H =U-iHU (26) 
即 vH= RU (27) 
或 [H,V]=0 (28) 


(21) 式 和 (23) 式 表明 ,变换 前 后 的 态 | 罗 ?和 | 吧 满足 同样 的 
薛 定 谓 方 程 . 即 在 对 称 变换 Z- 下 ,体系 的 薛 定 谓 方 程 保持 不 变 , 我 
们 就 说 ,体系 的 薛 定 谓 方程 对 于 对 称 变 换 口 具有 不 变性 或 对 称 
性 . 

(28) 式 是 一 个 十 分 重要 的 关系 式 , 它 是 体系 的 哈密 顿 量 在 对 
称 变换 局 下 具有 不 变性 的 数学 表示 , 换 句 话说 ,就 是 体系 的 薛 定 
启 方程 在 对 称 变换 UV 下 具有 不 变性 的 数学 表示 , 它 根源 于 体系 具 
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有 某 种 对 称 性 . 因此 , 它 也 可 以 说 是 体系 具有 某 种 对 称 性 的 数学 表 ， 
示 . 

(3) 对 称 变换 保持 时 间 演 化 算 符 不 变 

假定 体系 的 动力 学 规律 在 对 称 变换 V 下 是 不 变 的 ,这 意味 着 
跃迁 几率 


Wi 一 Wp (29) 
其 中 态 |z) 和 | 所 ) 分 别 由 态 | 让 和 1) 借助 于 对 称 变 换 U 产生 , 即 
l=0)), IF)= Uf) (30) 


车 t= 时 体系 处 于 特定 的 定 态 | 让 ,后 一 时 刻 1 时 态 为 |5C)》 
二 U0 (t,t0) 1i), 则 在 时 间 t 一 w 内 跃迁 到 特定 末 态 |f) 的 几率 为 
ws 一 | (GD 12 
一 | 了 17(Gtst) 1 |? (31) 
式 中 V(t,w) 为 时 间 演 化 算 符 . 注意 到 (30) 式 , 则 有 
wp = 1 FUG) 1) 1? 


=|(f V+ VG, U0) 1 (32) 
比较 (31) 式 和 (32) 式 ,并 注意 (29) 式 , 则 得 人 
Ut UCU = U(t,to) (33) 
如 果 限于 么 正 变换 , 则 上 式 变 成 
[WG ,V0] =0 (34) 


即时 间 演 化 算 符 V(t,to) 与 对 称 变换 算 符 U 对 易 , 我 们 就 说 对 称 变 
换 保 持 时 间 演 化 算 符 不 变 . | 
值得 注意 , (28) 式 与 (34) 式 相似 . 我 们 知道 ,在 第 五 章 § 3 中 ， 
积分 方程 (5) 式 连同 (2) 式 是 与 苏 定 油 方程 (1) 式 等 价 的 ,时 间 演 化 
算 符 的 作用 与 哈密 顿 算 符 的 作用 相当 . 因此, 对称 变换 既 可 保持 哈 
密 顿 量 的 不 变性 ,也 应 该 保持 时 间 演 化 算 符 的 不 变性 . 
由 于 0 与 0(t,to) 对 易 ,所 以 ， 如 果 19() 是 动力 学 方程 的 入 
那么 ,016()) 也 是 可 能 的 解 . 事实 上 ， 
[8 =UG,t) NG +- 《35) 
| 多 (一 IlG(GD = VU | G0)) 
=UC,t)U IG)) 
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=0(t,t0) | (Co)》 (36) 
(4) 对 称 变换 保持 体系 的 哈密 顿 量 不 变 
我 们 也 可 以 通过 积分 方程 


Uh) =1+ 间 mc ,Da (37) 


用 另 一 种 方法 来 证 明 , 哈 密 顿 量 在 对 称 变换 VU 下 具有 不 变性 .为 
此 ,用 以 左 策 及 忌 右 乘 上 式 两 边 ,并 注意 忌 的 么 正 性 ,得 


V+ 1(tto) 一 1 十 刘 Ut HU(t ,to Ud (38) 
0 


注意 到 (33) 式 ,可 知 (37) 式 与 (38) 式 左边 相等 ,因而 两 式 右 边 亦 相 
等 ,于 是 有 


[ HU ,tds = [ Uv+ HUC Da 
如 如 


又 由 (34) 式 可 知 0 与 (t,t0) 对 易 ,因此 上 式 成 为 


aoc ,boa = J HUUCY ,tat (39) 
由 于 和 上 是 任意 的 ,于 是 得 到 
H=U+HU 40) 
即 [H,0] =0 (41) 
与 (28) 式 一 致 . 
3. 守恒 定律 与 对 称 性 的 关系 
由 第 五 章 3 3(15) 式 和 (16) 式 可 知 
[H,4]=0 (42) 


就 是 光一 0, 这 时 力学 量 平均 值 (4) 不 随时 间 变 化 . 于 是 ,力学 量 


4 是 一 个 守恒 量 对 比 (28) 式 (或 (41) 式 ) 与 (42) 式 可 见 ,5 应 该 确 

定 一 个 守恒 量 . 当 我 们 说 到 守恒 量 时 , 指 的 是 物理 上 的 可 观察 量 ， 

而 可 观察 量 必须 用 厄 密 算 符 来 表示 . 但 是 ,我 们 仅仅 知道 5 是 么 

正 的 . 如 果 碰 巧 忌 既是 么 正 的 ,又 是 厄 密 的 (例如 空间 反射 变换 

7), 则 表示 的 力学 量 就 是 守 便 量 . 如 果 忌 只 是 么 正 的 ,但 不 是 厄 

密 的 (例如 空间 平移 、 空 间 转 动 等 ), 则 要 找到 一 个 与 0 有 关 的 厄 
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密 算 符 作 为 守恒 的 可 观察 量 . 例如 , 设 0 为 某 种 连续 变换 ,此 时 可 
考虑 无 穷 小 变换 。, 令 


U=1— iep (43) 
根据 0 的 么 正 性 ,可 得 
1=U+U = (1 + isp+)(] — ieF) 
=1— ia(F — F+) 十 0Ce2) 
由 此 得 到 Ft=F (44) 


即 了 是 一 个 厄 密 算 符 . 将 (43) 式 代 入 (41) 式 (或 (28) 式 ) 容 易 证 明 

[H,F]=0 (45) 
可 见 了 是 一 个 守恒 量 , 它 与 体系 在 对 称 变换 V 下 的 对 称 性 相 联 
系 . 

由 上 面 的 讨论 我 们 看 到 ,由 体系 的 某 种 对 称 性 (体系 的 哈密 顿 
量具 有 不 变性 ) 导 致 某 一 守恒 定律 的 存在 , 即 守 恒定 律 导 源 于 体系 
的 对 称 性 .但 是 反之 不 一 定 对 . 上 一 小 节 我 们 证 明 过 ,量子 力学 体 
系 的 所 有 对 称 性 ,都 与 一 个 么 正 变换 或 反 么 正 变换 相 联系 , 对 于 么 
正 变换 的 不 变性 ,有 和 守恒 定律 与 之 联系 ,但 对 反 么 正 变 换 的 不 变 
性 ,并 不 对 应 守恒 律 ,例如 时 间 反 演 不 变性 并 无 相应 的 守恒 律 . 

值得 注意 ,量子 力学 中 守恒 量 的 意义 与 经 典 力学 中 的 守恒 量 
有 所 不 同 . 不 难 证 明 , 在 体系 的 任 一 态 下 守恒 量 ?的 平均 值 (P) 不 
随时 间 改 变 , 它 的 测 值 几率 分 布 也 不 随时 间 而 变 . 但 与 经 典 力学 不 
同 ,量子 力学 中 守恒 量 并 不 一 定 具有 确定 的 (不 随时 间 变 化 ?的 值 ， 
这 要 视 初始 条 件 而 定 . 若 初始 时 刻 ,守恒 量 取 确 定 值 (体系 处 于 守 
恒 量 了 的 本 征 态 ), 则 以 后 将 保持 取 该 确定 值 ; 但 若 初始 时 刻 了 并 
不 取 确 定 值 , 则 以 后 也 不 取 确 定 值 ,而 只 能 保持 其 测 值 几率 分 布 及 
平均 值 不 随时 间 改 变 ， 


$2 对 称 性 变换 群 


体系 的 对 称 性 变换 的 集合 往往 具有 数学 上 群 (aroup) 的 性 质 . 
群 论 (group theory ) 是 研究 对 称 性 的 适当 的 数学 工具 
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我 们 知道 ,在 经 典 力 学 中 , 微 积 分 (calculus) 是 适当 的 工具 . 历 
史上 ,牛顿 定律 的 发 现 和 微 积分 的 发 明 几 乎 出 现在 十 七 世纪 的 同 
一 时 期 . 群 论 的 思想 虽然 早 在 1810 年 便 进入 了 数学 中 ,但 是 ,对 对 
称 性 研究 起 关键 作用 的 群 表示 理论 (theory of group representations) 
却 直 到 1920 年 才 被 发 展 起 来 . 1925 年 量子 力学 建立 以 后 , M， 
Von. Laue 首先 认识 到 群 论 可 以 作为 量子 力学 处 理 问 题 的 一 个 自 
然 的 工具 . 在 维 格 纳 (1931 年 ), 韦 耳 (1928 年 ) 等 人 的 经 典 著作 中 
也 很 旱 认识 到 量子 力学 中 对 称 性 的 意义 ,并 开始 利用 群 论 方法 来 
处 理 原子 结构 和 原子 光谱 问题 . 人们 发 现 几乎 所 有 关于 原子 光谱 
的 规律 (Laporie 关于 字 称 守恒 的 定律 ,量子 论 中 的 矢量 模型 , 光 唉 
迁 的 偶 极 辐射 选择 定 则 等 ) 均 可 以 根据 量子 力学 从 体系 的 对 称 性 
考虑 得 出 ,现在 , 群 论 方法 已 深入 到 近代 物理 各 个 领域 之 中 ， 

1. 对 称 性 变换 群 

我 们 首先 举例 说 明 , 对 称 性 变换 的 集合 树 成 数学 意义 上 的 一 
个 群 . 
[ 例 1] 空间 反射 群 由 空间 反射 变换 1 和 人 恒 等 变 换 吾 两 个 对 
称 性 操作 组 成 , 空间 反射 变换 1 是 

1 一 1 一 一 7 (1) 
因而 Tr=1(Ir)=1(—r)=r 
即 两 次 连续 反射 使 体系 还 原 , 这 相当 于 使 体系 不 变 的 恒 等 变 换 书 ， 
故 
r=E : (2) 
就 是 恒 等 元 或 单位 元 . 因此 有 
IB= EI=1 | 
r=E 
B=I7=I1B=1 f 
r=13=17=BE]| 
以 上 诸 式 表明 反射 操作 和 人 恒 等 操 作对 乘法 是 封闭 的 , 且 是 可 对 易 
的 . 


(3) 


由 (2) 式 得 出 
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7 一 7 一 1+ (4) 
即 逆 元 是 存在 的 , 且 递 变换 就 是 反射 变换 自身 .此 外 ,乘法 的 结合 
律 成 立 是 显然 的 . 由 此 可 见 ,空间 反射 操作 和 恒 等 操作 两 个 元 素 构 
成 一 个 群 , 称 为 空间 反射 群 . 它 是 二 阶 分 立 群 ,也 是 阿 贝 尔 群 . 
[ 例 2] 时 空 平移 变换 的 集合 构成 时 空 平 移 变换 群 . 以 空间 平 
移 变 换 为 例 . 令 D(o) 代 表 空 间 平移 变换 ,其 定义 为 
DGar 一 r 十 a (5) 
即 D(w) 代 表 把 坐标 + 平移 a 的 操作 . 
《1) Dla) 对 乘法 是 封闭 的 . 设 
D(a)r 一 rr 十 mm 
D(a)r =r+ a 
则 Dla)Dlad)r = Da) (r+ oa) =r+a+ ow, 
因为 连续 两 次 平移 相当 于 一 次 平移 a 二 a 十 a, 故 
DCas)r 一 r 十 号 一 rr 十 十 o 
对 比 以 上 两 式 可 得 
D(as) = D(a)D(Ca) (6) 
这 就 是 D(a) 对 乘法 的 封闭 性 . 显然 ,平移 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 , 即 
Dla)D(as) = D(as)D (a) 
(2) 存在 恒 等 变换 , 令 a 二 0 即 得 
D(O)r=r (7) 
故 D(0) 就 是 恒 等 元 (单位 元 ). 
(3) 存在 逆 元 D-:(a). 因为 
D(— ao)D(a)r =D(— a)(r+a) 
一 (r 十 a) 十 (一 oa) 一 上 
故 D( 一 oa)D(a) =8 (8) 
对 比 逆 元 的 定义 
DC(a)D(Ca) 一 一 
可 见 ,D(o) 的 逆 变 换 D( 一 @) 就 是 D7!《a), 即 D1(@)= DC 一 o)， 
(4) 乘法 满足 结合 律 是 显然 的 ,不 再 证 明 . 
可 见 ,空间 平移 变换 的 集合 构成 空间 平移 群 , 它 是 阿 贝 尔 群 . 
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空间 平移 群 与 空间 反射 群 有 一 原则 区 别 , 前 者 不 是 有 限 群 ,也 
不 是 分 立 群 .这 是 因为 群 元 素 (a) 是 连续 变化 的 三 个 参数 mm 
和 om 的 函数 (a=iay 十 jaz 十 kos), 且 群 元 素 有 无 限 多 个 . 空间 平移 
变换 群 是 连续 群 . 
[ 例 3] 空间 转动 变换 的 集合 构成 空间 转动 群 .参阅 第 一 篇 第 
四 章 # 4, 不 再 獒 述 . 空间 转动 群 也 是 连续 群 
一 般 说 来 ,体系 的 对 称 性 变换 的 集合 ,往往 具有 下 列 性 质 : 
(1) 任何 两 个 变换 依次 作用 的 结果 ,也 是 体系 的 一 个 对 称 性 
变换 (乘法 的 封闭 性 ); 
(2) 对 称 性 变换 中 总 是 包含 有 恒 等 变 换 ( 即 单位 元 ); 
(3) 集合 中 任 一 个 变换 都 有 逆 变 换 ,也 属于 此 集合 ; 
(4) “乘法 "服从 结合 律 
具有 以 上 性 质 的 对 称 性 变换 集合 构成 体系 的 一 个 对 称 性 变换 群 
量子 力学 中 通常 涉及 的 特殊 的 连续 变换 群 都 是 李 氏 变换 群 . 
2. 群 表示 的 无 穷 小 算 符 
让 我 们 考虑 对 称 性 变换 群 6 二 {90,91,92，… 9。1…) ,对 于 每 一 
对 称 性 变换 9., 在 希 尔 伯 特 空间 中 将 有 一 么 正 算 符 U(a) 与 之 对 
应 ,使 得 如 果 有 
gmga 一 gy 
则 对 应 算 符 存在 如 下 关系 . 
U(y) = U(PU(a) (9) 
这 就 是 说 , 算 符 U 的 集合 在 希 尔 伯 特 空间 中 构成 群 6 的 表示 . 
现在 假定 G 是 连续 群 , 即 参数 连续 变化 ,特别 是 limg,=go 是 
恒 等 元 . 为 了 找到 Da) ,首先 找 群 6 在 希 尔 伯 特 空间 中 的 无 穷 小 
算 符 . 对 无 穷 小 变换 ,参数 用 sa 表示 , |5a1<1, 使 得 V(69) 与 恒 等 
算 符 相差 无 穷 小 , 即 
U(6a) = 1 一 10acz， lia| <1 (10) 
由 于 UC6q) 是 么 正 的 , 故 多 是 厄 密 的 , 它 就 是 群 6 的 无 穷 小 算 符 . 
如 果 参 数 有 个, 则 可 写成 
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U(6qm,602,°"60) 一 1 一 ia 区 (11) 
如 果 参 数 “是 有 限 的 ,我 们 可 用 my 表示 无 穷 小 参数 ,其 中 入 是 
很 大 的 数 . 有 限 变 换 gs 可 由 连续 施行 无 穷 小 变换 逐步 迫近 而 得 
到 , 即 
gs = lim (go = lim (gn)™ 


于 是 由 (10) 式 可 得 

DO = lim (1 ~ iD = ew (12) 
如 果 有 # 个 参数 , 则 

Ua qs 0) = exp( 一 io (13) 


当 展 开 指 数 算 符 时 必须 留意 ,因为 各 个 gy 不 一 定 对 易 . 
由 (11) 式 和 (13) 式 可 知 , 一 旦 知道 了 多 ;, 就 确定 了 么 正 算 符 
UV(q). 因此 , 群 6 的 无 穷 小 算 符 是 多 ; 
为 了 确定 无 穷 小 算 符 多 ;, 取 菜 物理 量 4 并 考察 它 在 无 穷 小 
变换 下 的 变换 .根据 第 五 章 $ 2(10) 式 
4 一 LI4I+ 
将 4 写成 4 十 64, 并 注意 (11) 式 , 则 上 式 可 表 为 
4 十 64 一 (1 一 i>)6baCD)4(1 十 ?> bj 
ji 了 


=A+iD) [4 j= 1,2,ein 
学 
即 64 一 1>)[4,g@j]6ai 
i 


.64 ; 
或 [多 ,人 一 有， 一 112 (14) 
5 


上 式 表明 ,知道 了 物理 量 4 随 参数 变化 的 规律 ,就 可 以 决定 
无 穷 小 算 符 (至 多 相差 一 个 常数 因子 ). 
3. 对 称 性 群 与 守恒 律 
上 节 我 们 介绍 了 守恒 定律 与 对 称 性 的 关系 ,守恒 定律 导 源 于 
体系 的 对 称 性 . 从 人 群 论 的 观点 来 看 ,对 称 性 群 的 元 素 9 在 希 尔 伯 
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特 空间 的 表示 VCa) 确 定 运 动 恒 量 . 这 是 因为 上 节 讨 论 的 对 称 变换 
算 符 0 一般 就 是 对 称 性 群 G 的 元 素 9 在 希 尔 伯 特 空间 的 表示 UV 
(a) ,对 应 于 § 1(28) 式 就 有 
[H,U(@)]=0 (15) 
可 见 ,V(a) 与 有 对 易 ,因此 ,Ua) 应 该 确定 一 个 守恒 量 . 对 于 连续 
群 ,我 们 有 无 穷 小 算 符 多 ( 见 (10) 式 ). 将 (10) 式 代入 上 式 , 便 得 到 
[H,2]=0 (16) 
即 群 表示 的 无 穷 小 算 符 与 对 易 . 因为 多 是 厄 密 的 ,我 们 可 以 把 
“无穷 小 算 符 多 作为 守恒 的 可 观察 基 . 如 果 对 称 性 群 有 几 个 无 穷 小 
算 符 ,那么 ,每 一 个 无 穷 小 算 符 都 产生 一 个 独立 的 守恒 量 , 这 是 因 
为 在 (13) 式 中 我 们 可 以 保留 一 个 参数 不 为 零 而 其 余 参数 为 零 , 便 
得 到 相应 的 一 个 守恒 量 . 当 我 们 轮流 取 其 中 某 一 参数 不 为 零 而 其 
余 参 数 为 零 时 , 便 得 到 对 应 的 守恒 基 . 但 是 ,应 该 指出 ,一 般 地 ,不 
是 所 有 的 运动 恒 量 多 ,多 ,,… ,9, 都 能 同时 测量 ,因为 它们 不 一 定 
对 易 . 这 样 一 来 ,在 G 下 的 对 称 性 并 不 能 得 到 个 “好 量子 数 ” 
(“good quantum number”), 好 量子 数 的 个 数 决定 于 群 的 秩 Crank)7， 
即 同时 对 易 的 无 穷 小 算 符 的 数目 . 例如 ,在 旋转 对 称 性 情形 下 ,无 
穷 小 生成 元 对 应 于 角 动 量 的 各 个 分 量 . 这 三 个 分 量 都 是 运动 恒 量 ， 
但 r=1, 它 们 当中 的 一 个 与 男 外 两 个 不 对 易 . 因此 ,这 种 不 变性 只 
能 提供 一 个 好 量子 数 ,比如 说 是 第 三 分 量 的 本 征 值 . 
但 是 ,我 们 知道 ,对 于 李 群 的 每 一 个 确定 的 表示 ,存在 一 定 的 
算 符 ,它们 与 无 穷 小 算 符 的 关系 是 非 线性 的 ,并 与 所 有 无 穷 小 算 符 
对 易 . 换言之 ,存在 群 的 不 变量 (invariant). 由 于 每 一 个 无 穷 小 算 符 
都 与 哈密 顿 量 对 易 , 因此, 这些 不 变量 显然 与 哈密 顿 量 对 易 . 由 此 
可 见 , 这 些 不 变量 都 是 运动 恒 量 ,所 以 这 些 不 变量 的 本 征 值 可 以 作 
为 附加 的 “好 ”量子 数 . 在 上 面 所 举 旋转 对 称 性 的 例子 中 ,每 一 个 表 
示 仅 有 一 个 不 变量 ,就 是 熟知 的 卡 塞 米 尔 算 符 了 二 J? 十 及 十 73, 其 
本 征 值 为 j(j 十 1) 衣 . 因此 ,量子 数 j 可 以 与 六 一 起 作为 “好 ?的 守 
恒 的 量子 数 . 这 样 ,五 ,Js 和 J? 都 是 对 易 的 可 观察 量 ，. 
由 于 无 穷 小 算 符 多 是 运动 恒 量 ,因此 我 们 有 : 
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(1) 如 果 在 某 一 瞬时 bo, 多 的 期 望 值 是 (多 ,那么 ,在 任何 瞬 
时 , 它 的 期 望 值 仍 是 (多 ). 事实 上 ， 
《多 ) = (8(t0) | 多 16) 》 
(GF) 一 《8(CD G1600)) 
一 《8(to) |U+ (t,t0) GU t,t0) | Do)) 
= (Bt) |U+ Ct) Ut, to) Z| Bt)) 
= (8(t) | = (9) (17) 
其 中 用 了 [VCt,w), 多 ]=0, 这 是 因为 [0(t,w),V《a)]==0 之 故 ( 见 
§ 1(34) 式 ). 

《2) 如 果 在 某 一 瞬时 bm, 态 矢量 15(t)) 是 多 属于 本 征 值 ?的 
本 征 态 ,那么 ,在 任意 瞬时 ,|8()) 仍 是 多 属于 相同 本 征 值 y 的 本 
征 态 .事实 上 ， 

ZIG(t)) =y|8(6)) 
G1000)) =GU t,t) | 8) ) 
=U(t,t) G18(0)) 
=W (t,t0) 10(6)) 
=y|8(0)) (19) 

4. 分 立 群 的 情形 

对 于 分 立 群 ,无穷 小 算 符 没有 意义 ,而 必须 分 别 考虑 每 一 个 群 
元 素 . 我 们 把 分 立 群 的 元 察 9。 的 表示 表 为 

U(a) = ew a=0,1,2,.,m (20) 
式 中 多 ,是 厄 密 的 . 我们 把 多 同 守 便 的 可 观察 量 联系 起 来 .但 是 ， 
在 许多 重要 的 情形 下 ,例如 反射 对 称 性 ,情况 更 为 简单 , 群 由 两 个 
元 素 组 成 ,参阅 本 节 例 1. 与 (4) 式 对 应 的 希 尔 伯 特 空间 中 的 表示 
为 
D-!(T) = UD = + (7) (21) 
上 式 表明 ,VC7) 不 仅 是 么 正 的 ,而 且 又 是 厄 密 的 ,因而 VV 是 可 观察 
量 , 守恒 就 意味 着 相应 的 可 观察 量 守恒 , 即 在 空间 反射 对 称 的 情 
形 下 , 字 称 是 守恒 量 . 
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$3 空间 平移 不 变性 与 动量 守恒 


从 现在 开始 ,我 们 把 注意 力 集 中 到 时 空 对 称 性 ,包括 连续 的 和 
分 立 的 对 称 变换 ,然后 讨论 一 些 内 豪 的 对 称 性 群 . 
本 节 讨 论 空间 平移 与 动量 守恒 之 间 的 联系 . 


1. 空间 平移 
空间 平移 变换 为 
了 站 (1) 
式 中 a 与 + 无 关 . 用 分 量 表示 为 
Z 一 TI 十 m，3 一 十 oz 一 2 十 om (2) 


对 于 无 穷 小 变换 ,a; 近 于 零 Cnear zero) ,我 们 用 ja 记 之 , 由 32 例 
2 我 们 知道 ,空间 平移 变换 的 集合 构成 空间 平移 群 . 它 是 阿 贝尔 
群 . 这 个 群 具有 三 个 实 参数 , 即 a= (oo,m) ,对 应 于 三 个 坐标 轴 
方向 的 位 移 . 群 的 组 合 律 
gagu 一 go 
用 参数 表示 为 
=m++% j=1,2,3 (3) 
群 的 单位 元 具有 参数 (0,0,0). 
2. 群 表示 的 无 穷 小 算 符 
现在 我 们 来 寻找 群 元 素 在 希 尔 伯 特 空间 中 的 表示 . 为 此 目的 ， 
我 们 利用 $2(14) 式 , 先 寻 找 无 穷 小 算 符 . 为 了 确定 ,我 们 考虑 具有 
自 旋 的 点 粒子 的 情形 . 设 可 观察 量 4 由 笛 卡 儿 坐标 算 符 9ygzygs 
和 它们 的 正则 共 斩 动 量 p1,72,7s 以 及 自 旋 算 符 8,Sz,Ss 组 成 . 由 
无 穷 小 平移 sa; 引起 的 无 穷 小 改变 是 


6g; =—— 0 
ép;= 0 | j= 1,2,3 (4) 
68; = 0, 

自 旋 算 符 保 持 不 变 是 由 于 它们 是 内 豪 可 观察 量 ,与 坐标 无 关 . 


为 了 简单 起 见 , 取 ia 一 69 一 0 的 情形 , 即 平移 发 生 在 z 方 向 
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上 . 利用 $ 2(14) 式 便 得 
[多 =—i, [%,9] = [多 ,oj 一 0 

[%,p;] = 0, [1,8;] = 0 (5) 

式 中 多 | 是 对 应 于 无 穷 小 变换 z>z 十 bm 的 无 穷 小 算 符 . 
除了 任意 常数 外 ,这 些 方程 唯一 地 确定 多 .的 确 , 如 果 取 
= #7 (6a) 

(其 中 力 是 动量 算 符 的 = 分量) 我 们 就 发 现 ,上 面 的 关系 (5) 式 江 
足 基 本 算 符 代数 关系 , 即 满足 海 森 保 对 易 关 系 . 同 理 可 得 


多 2 一 方 Pz (6b) 
= (6o) 


上 面 三 个 等 式 告诉 我 们 ,除去 因子 去 外 ,对 应 于 空间 平移 的 无 穷 小 
算 符 , 在 希 尔 伯 特 空间 中 由 动量 算 符 的 分 量 表示 . 
根据 8$ 2(13) 式 ,我 们 可 以 写 出 任意 平移 在 希 尔 伯 特 空间 中 的 
表示 , 将 (6a)、(6b)、(6c) 式 代入 8 2(13) 式 得 到 
0(a) = exp[— a p] (7) 
由 于 动量 算 符 是 厄 密 算 符 , 故 0(o) 是 么 正 算 符 . 
根据 § 1(1) 式 ,我 们 得 到 态 的 变换 规律 : 
I (0)) = exp[— a PJ (8) 
如 果 我 们 采用 坐标 表象 , 态 由 苹 定 户 波 函数 %r) 表 示 , 动 量 
算 符 由 ?一 二 表示 ,因而 有 
Vr) 一 exp( 一 G。VD)%Cr) (9) 
将 指数 展开 ,我 们 有 
WD) = (1a tT 一 Cr 一 四 
(10) 


由 此 可 见 , 算 符 (7) 式 可 狂 释 为 位 移 算 符 (displacement operator). 
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5. 平移 不 变性 与 动量 守恒 定律 
我 们 假定 空间 是 均匀 的 (homogenerous), 即 空间 各 点 是 等 价 
的 . 这 个 假定 意味 着 封闭 的 物理 体系 具有 平移 不 变性 . 根据 8 2 
(15)、(16) 两 式 和 本 节 (6) 式 ,于 是 得 到 
[H,V(a))] = 0) 
[8,9] =0 | j=1,2,3 (11) 
[四 一 0 
可 见 ,动量 的 分 量 是 运动 恒 量 ,它们 是 守恒 的 可 观察 量 . 
这 样 一 来 ,作为 空间 平移 不 变性 的 结果 ,我们 得 到 了 三 个 独立 
的 守恒 定律 , 因为 空间 平移 群 是 阿 贝尔 群 , 全 部 元 素 ,因而 所 有 三 
个 无 穷 小 算 符 都 彼此 对 易 , 态 能 够 同时 地 用 mpz,zs 的 本 征 值 标 
记 . 动量 的 全 部 分 量 都 是 “好 ”量子 数 . 此 外 ,平移 群 的 表示 具有 不 
变量 , 即 卡 塞 米 尔 算 符 , 它 是 无 穷 小 算 符 的 平方 和 镀 十 咀 十 3. 所 
以 ,动量 的 大 小 严 = 及 十 及 十 及 也 是 一 个 好 量子 数 . 
最 后 我 们 指出 ,虽然 平移 不 变性 导致 动量 守恒 ,但 并 不 意味 着 
这 时 体系 一 定 处 于 动量 的 本 征 态 中 . 体系 既 可 处 于 动量 的 本 征 态 
中 ( 单 色 平面 波 ), 也 可 处 于 动量 本 征 态 的 迁 加 态 中 , 波 包 就 是 后 一 
情形 的 例子 . 
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时 间 平 移 变换 是 
Pr (GD 
其 中 与 :无 关 . 
对 于 无 穷 小 的 时 间 平 移 , 我 们 用 6t 记 参数 . 
.任意 大 小 的 各 个 时 间 的 平移 构成 连续 的 一 个 参数 的 阿 贝 尔 
群 . 群 的 组 合 律 "vv 一 ge 用 参数 表示 为 
6 (2) 
其 中 4 是 实数 . 群 的 单位 元 是 a=0. 
现在 我 们 再 考虑 具有 自 旋 的 点 粒 季 ,并 要 找寻 时 间 平 移 群 在 
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一 一 一 


一 一 一 


有 


i 


希 尔 伯 特 空间 中 的 表示 , 如 果 体 系 是 封闭 的 , 则 由 无 穷 小 时 间 平移 
引起 的 改变 为 9 


50 一 一 0661 
6p; 一 一 Pot I, j=1,2,3 (3) 
6Si 一 一 | 
由 $2(14) 式 我 们 得 到 
[9g,g] =— iy | 
[多 ,pj] = 一 声 i j= 1,2,3 (4) 
[多 ,S] =— 这 


考虑 到 海 森 堡 运动 方程 ,上 述 方程 组 的 解除 任意 可 加 性 常数 外 是 
唯一 的 ,而 这 个 常数 我 们 可 取 它 为 零 . 因此 ,我 们 有 


gn (5) 


由 此 可 见 , 可 以 取 体 系 的 哈密 顿 量 五 作为 时 间 平 移 群 的 无 穷 小 算 
符 . 
由 无 穷 小 算 符 可 以 求 出 时 间 平 移 群 的 表示 为 
U(a) = toa (6) 
在 时 间 平 移 变换 下 ,我 们 有 
[WO)) = 人 ea 到 (人 = Iv — 0)) (7) 
我 们 假定 ,时 间 是 均匀 的 ,这 就 意味 着 对 封闭 系 而 言 , 时 间 平 
移 具 有 不 变性 .于 是 ,我 们 又 可 得 到 
[H,V(a)] =0 
[#1,%] =0 | 
[HH,H] =0 
式 中 五 是 体系 与 时 间 无 关 的 哈密 顿 量 . 由 此 我 们 得 到 能 量 守恒 定 
律 ,并 且 能 量 守 恒 是 时 间 平 移 不 变性 的 结果 . 封闭 系 或 外 场 与 时 间 
无 关 的 体系 都 具有 这 样 的 性 质 . 由 于 五 不 显 含 时 间 , 它 就 是 能 量 
算 符 , 故 时 间 均 匀 性 ,即时 间 平移 不 变性 也 就 意味 着 能 量 守恒 . 


(8) 


人 @ 参阅 Roman,Advanced Quantum Theory,P. 8, (1 一 12) 式 . 
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通常 的 原子 和 分 子 体系 在 不 受 含 时 微 扰 作 用 时 ,由 于 五 与 时 
间 无 关 , 从 而 能 量 守恒 . 当然 ,能 量 守恒 并 不 意味 着 体系 一 定 处 于 
具有 确定 能 量 的 本 征 态 中 , 它 也 可 能 处 于 能 量 本 征 态 的 迭 加 态 中 . 
当 体 系 受 含 时 微 扰 作 用 时 ,时 间 平 移 不 变性 受到 破坏 ,体系 能 量 不 
再 守恒 ,体系 将 在 各 能 量 本 征 态 之 间 跃 迁 . 


$5 空间 转动 不 变性 与 角 动量 守恒 


+1. 空间 转动 群 
在 三 维 欧 几 里 得 空间 中 ,旋转 由 下 式 给 出 
Co dx GD 
其 中 我 们 选 a= (oaz,as) 作 为 旋转 轴 的 “矢量 "方向 ,其 大 小 |a|= 


~/ 噬 十 吗 十 下 是 旋转 角 ,|a| 和 r 绕 z 轴 转 过 a 角 表 示 为 a= (0,0， 
a) ,等 等 . 
(1) 式 中 Rao) 是 一 个 旋转 矩阵 , 为 了 简单 起 见 ,我 们 先 考 虚线 
某 一 确定 的 坐标 轴 ( 例 如 z 轴 ) 的 旋转 , 设 转动 角 为 a, 旋转 矩阵 记 
为 及 (a), 则 有 
R(a) = (2) 


一 sina cosa 0 
0 d= 站 


cosa sina | 


这 个 矩阵 是 正 交 的 , 即 它 满足 
RE=RR=E (3) 
式 中 无 为 R 的 转 置 矩 阵 , 了 为 单位 矩阵 . R 的 行列 式 为 
detB 二 十 1 (4) 
我 们 知道 ,所 有 3X 3 转动 矩阵 (对 应 于 不 同 的 转角 a) 的 集合 
构成 一 个 一 维 阿 贝尔 群 , 称 为 轴 转 动 群 , 记 为 S02. 
对 于 无 穷 小 转动 ,用 da 记 之 .于 是 ,无 穷 小 转动 可 表 为 
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em 吉 鹿 Imrsra 


TD 


1 da 0 
Rlda)=|—da 1 0 


0 0 1 
=BE + da7s (5) 
式 中 是 3X3 单 位 矩阵 ,并 且 
0 0 
mn=|-100 (6) 
0 00 
对 于 绕 z 轴 和 y 轴 的 转动 , 同 理 可 得 
0 0 0 g 
n=|0 0 1 (7) 
0 一 1 0 
0 0 一 1 
72=|00 0 (8) 
10 0 
直接 计算 全 部 对 易 关 系 可 以 建立 李 代数 : 
[5B] =— epgl, jyksl= 1,2,3 (9) 


式 中 sw 是 完全 反对 称 的 Levi-Civita 记号 : 
[十 1， 当 (&) 是 (123) 的 偶 置 换 
ex = 人 1， 当 (JUz) 是 (123) 的 奇 置换 (10) 
0， 当 (jk) 中 有 两 个 指标 相同 
对 于 绕 任 意 轴 的 无 穷 小 旋转 ,旋转 矩阵 为 
R(dai,daz,das) =B + da 十 daz72 十 dasls 


3 
二 十 Da (11) 


我 们 知道 , 绕 任意 轴 转 过 任意 角度 的 各 个 旋转 构成 一 个 三 维 
空间 转动 群 , 记 为 80s, 它 是 非 阿 贝 尔 群 ,因为 绕 不 同 轴 的 旋转 不 
能 对 易 . 此 群 有 三 个 实 参数 . 例如 “一 (om,m,q) ,也 可 以 用 欧 拉 角 
(a,p,y) 表 示 . 对 于 群 的 三 个 实 参数 ,存在 三 个 无 穷 小 算 符 与 之 对 
应 ,但 它们 彼此 不 对 易 . 由 于 同时 对 易 的 无 穷 小 算 符 只 有 一 个 ,所 
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以 ,转动 群 的 秩 为 1. 
找寻 转动 群 的 全 部 不 可 约 表 示 的 问题 ,等 价 于 找寻 李 代数 (9) 
式 的 全 部 可 能 的 构造 . 转动 群 的 不 可 约 表示 将 在 第 七 章 中 讨论 . 
车 引入 
b=— i j=1,2,3 (12) 
式 中 工 是 厄 密 的 , 则 由 (9) 式 可 得 石 满足 如 下 的 封闭 的 代数 关 
系 : 


[Lb] = iewl, (13) 
根据 上 式 ,(11) 式 可 表 为 
R(da,daz,das) = B+ > ,id (14) 
j=] 
容易 证 明 , 群 的 唯一 的 不 变量 是 
严 一 型 十 开 十 王 (15) 


这 个 算 符 能 够 与 全 部 无 穷 小 算 符 对 易 , 因 而 也 就 能 与 给 定 表 示 的 
所 有 元 素 对 易 , 因 此 L? 就 是 卡 塞 米 尔 算 符 . 正 像 群 表示 理论 中 知 
道 的 那样 , 群 的 每 一 个 不 可 约 表示 将 由 这 个 不 变量 的 一 个 本 征 值 
所 表征 . 
2. 群 的 无 穷 小 算 符 
我 们 讨论 没有 自 旋 的 点 粒子 . 考虑 绕 z 轴 的 无 穷 小 旋转 ,从 
(5) 式 可 以 知道 ,基本 可 观察 量 的 无 穷 小 改变 为 
07 一 az 1] 6q1 = 6age | 
bp: = 一 i bgs = 一 (16) 
zs 一 0 6 一 0 
用 多 记 无 穷 小 算 符 , 从 8 2(14) 式 我 们 得 到 
[名 ,go = ig [go] =— i [gg =0 } < 
[Bn] = tp， [gp] =—in, [Ss,p]=0 
利用 基本 对 易 关 系 ,容易 得 到 这 些 方程 的 解 是 


多 = 于 Cam 一 qzp) (18) 


这 个 算 符 从 基本 量子 理论 中 已 知 ,除数 值 因子 去 外 , 它 是 轨道 
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角 动 量 第 三 分 量 算 符 , 即 
1 


EE C19a) 
考虑 到 绕 其 他 两 个 轴 的 旋转 ,可 得 到 相似 的 结果 
加 一 于 C19b) 
ER C19c) 


这 样 ,我 们 就 可 以 把 轨道 角 动 量 作为 空间 转动 群 80: 的 无 穷 小 算 
符 
根据 8 2(13) 式 , 绕 z 轴 的 转动 在 希 尔 伯 特 空间 的 表示 为 


D[RtCa)] = exp( 一 并 era) (20) 
对 于 任意 有 限 转动 RCq,m,o), 它 在 希 尔 伯 特 空间 的 表示 为 
VER eso)] 一 exp[ 一 到 (az 十 oolz 十 ma)] (21) 


3. 转动 不 变性 和 角 动 量 守恒 

现在 我 们 假定 , 空间 是 各 向 同性 的 (isotropic) ,这 就 意味 着 在 
旋转 变换 下 封闭 系 具有 不 变性 .根据 8$2(15)、16) 两 式 和 本 节 
(19) 式 ,可 得 到 


[H,%] = 0, k=1,2,3 
[H,I] =0, k=1,2,3 
由 此 可 见 , 绕 三 个 轴 的 旋转 不 变性 导致 角 动 量 三 个 分 量 均 为 守恒 
量 . 注意 到 = 芷 十 L3 十 Li, 亦 有 
[LE,Z3] 一 0 (23) 
因此 ,体系 的 旋转 不 变性 导致 体系 角 动 量 ( 它 的 数值 和 它 沿 任意 方 
向 的 分 量 ) 守 和 恒 . 
4. 推广 到 总 角 动 量 情 形 
以 上 结果 可 以 推广 到 具有 自 旋 的 点 粒子 . 设 可 观察 量 自 旋 5 
(4 二 1,2,3) 具 有 类 似 于 (16)、(17) 和 (19) 诸 式 的 表示 式 : 


[H,U(R)]=0 
(22) 
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6S\ = ba8s, 568: 一 一 ja， 28: 一 0 (16') 
[ge ,Si] = ;3 ， [HY ,Ss] =— iS!, [gg ,s]=0 


(17') 
A) == 1 1 
Er (19') 
并 设 ,= GP + GI (24) 
于 是 ,对 于 具有 自 旋 的 点 粒子 ,可 用 总 角 动 量 
J =h+S5, t=1,2,3 (25) 
代 换 各 式 中 的 环 , 例 如 可 将 (20) 式 改写 成 
U =exp[— 地 a(Ls + S52)] 
一 exp[ 一 到 am] (20' ) 
(22) 式 和 (23) 式 分 别 改 写成 
[H,7] =0, k=1,2,3 (22') 
[H,77] =0 (23') 
表示 总 角 动 量 和 它 的 分 量 均 为 守恒 量 . 


86 空间 反射 不 变性 与 字 称 守恒 


在 前 面 的 几 节 中 ,我们 讨论 了 连续 的 时 空 对称 性 变换 及 其 结 
果 . 本 节 和 下 一 节 我 们 将 对 分 立 的 时 空 对 称 性 群 感 兴趣 . 
1. 空间 反射 变换 字 称 算 符 
(1) 空间 反射 变换 
空间 反射 变换 由 下 式 给 出 : 
r (1) 
这 个 变换 又 称 反 演 (inversion). 反 演 矩阵 可 表 为 


= 0 
i (2) 
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我 们 已 经 知道 ,空间 反射 操作 7 和 恒 等 操作 吾 这 两 个 元 素 构 
成 空间 反射 群 , 它 是 阿 贝 尔 群 . 

(2) 宇 称 算 符 

现在 我 们 来 确定 ,在 希 尔 伯 特 空间 中 反 演 的 表示 . 让 我 们 再 考 
虑 具有 自 旋 的 点 粒子 ,其 基本 算 符 集 是 91,92,93;7p1, pz， ps;S1,S2, 53. 
由 于 坐标 算 符 和 动量 算 符 都 是 极 矢量 ,在 反射 变换 下 改变 符号 , 故 


和 一 一 和 用 一 一 pp， 大 一 1,2,3 (3a) 
但 自 旋 是 一 种 角 动 量 , 它 的 行为 像 轴 矢量 , 即 
Si 8, k= 1,2,3 (3b) 


因为 我 们 处 理 的 是 分 立 变换 ,利用 基本 方程 (第 五 章 8$ 2(10) 
式 ) 


A=UAVUt, t= 1) 2， 和 
于 是 得 到 
U(DaUt (1) 一 一 全 
UDpV+ (1) 一 一 叶 k= 123 (4) 
U(DSU+ (1) = 5,, 
或 写成 {VU(D,g)} 一 0 
{VU(D) ,mn)} 一 0 | (5) 
[VCD,S:]=0 


式 中 {…} 表 示 反 对 易 子 Canticommutator), 可 以 证 明 , 不 存在 由 基 
本 变数 ,ps, 5 构成 的 算 符 U 能 够 满足 (5) 式 的 性 质 ,这 就 意味 
着 , 算 符 UC(7) 不 对 应 任何 经 典 的 可 观察 量 ,因而 与 空间 反射 不 变 
性 (space reflection invariance) 相 联系 的 守恒 定律 没有 经 典 对 应 . 

为 了 更 明显 地 看 出 U0(7) 的 作用 ,引入 波 函 数 是 方便 的 . 对 一 
般 的 态 15) ,其 反射 变换 态 ( 叫 做 它 的 镜像 态 ) 为 


lg) = UD1D) (6) 
现在 引入 直 矢 |r,5;), 则 任意 态 10) 在 坐标 表象 中 的 分 量 为 
Cr,8318) = pr,8s) (7) 


于 是 ,我 们 得 到 
PTS83) =7, 8 ) = (7, 81U(D 1D) 
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+ 
=|ar PD (7,831UCD Ir ,85) r ,S85 18) 


=—s 


=|ar Dr, sso D Ir spa) (8) 


因为 g(r,8s) 是 在 反射 坐标 系 (reflected coordinate system) 中 的 态 
函数 ,应 有 


yr,8s) = 9(— ,5s) (9) 
比较 上 面 两 式 ,意味 着 算 符 VU(7) 在 坐标 表象 中 的 矩阵 元 为 
(r,Ss IVU(D |r ,Ss) = dw,6(r + r') (10) 
由 此 我 们 得 到 
UC(Dolr,S3) = 9(— ,Ss) (11) 


即 空间 反射 算 符 5(7) 对 态 函 数 作用 ,其 结果 是 将 宗 量 中 的 > 改变 
为 一 ~, 我 们 把 空间 反射 算 符 5(7) 称 为 宇 称 算 符 (parity operator). 
现在 我 们 对 态 函数 施行 两 次 反射 , 即 
UDolr,Ss) 一 DCDICDoGrySs) 
=UVU(D9(— 7,Ss) 


=U(D)(r,Ss) (12) 
由 于 plr,5s) 是 任意 的 , 故 有 
mr(D=B (13) 
由 此 可 得 U7D) = V+ (7D = UD (14) 
可 见 U(7) 既 是 么 正 的 ,又 是 厄 密 的 , 因此 ,我 们 可 以 把 0(7) 看 作 
是 与 反射 变换 相对 应 的 物理 量 的 算 符 . 


(3) 宇 称 算 符 的 本 征 值 ” 侦 字 称 各 奇 字 称 
我 们 来 讨论 字 称 算 符 0(7) 的 本 征 值 . 设 本 征 值 为 pz , 则 由 
《13) 式 容易 得 出 


了 2 一 1， 了 有 一 士 1 (15) 

本 征 值 z 称 为 字 称 . 字 称 算 符 的 本 征 态 有 两 个 , 即 
U(Do(r,S83) = 9(r,8s) (16) 
U(Do(r,S3) =— plr, S53) (17) 


我 们 称 (16) 式 表示 的 态 具 有 偶 宇 称 (even parity), 即 属于 UW(7) 本 
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征 值 为 十 1 的 本 征 态 具 有 偶 宇 称 ; 而 (17) 式 表示 的 态 则 具有 奇 字 
称 (odd parity) , 即 属于 0(7) 本 征 值 为 一 1 的 本 征 态 具有 奇 宇 称 ， 
(4) 内 襄 字 称 
应 该 指出 , 宇 称 既 决 定 于 粒子 的 内 诸 性 质 ,也 决定 于 体系 的 
态 . 注意 到 (4) 式 ,仍然 允许 VU(D) 定 义 本 身 符号 的 不 定性 ,这 就 意 
味 着 (9) 式 应 修改 为 
pr,83) = Ep(— 7,83) (18) 
式 中 “一 十 1 或 一 1 (19) 
<“ 称 为 粒子 的 内 嘉 宇 称 (intrinsic parity). 土 1 的 选择 对 每 一 种 类 型 
的 粒子 是 任意 的 ,但 对 所 有 可 能 的 态 必须 取 相同 的 值 . 在 基本 量子 
理论 中 , 除 自 旋 之 处 ,粒子 的 内 哀 性 质 可 以 忽略 ,因而 它们 之 问 没 
有 区 别 , 并 且 对 每 一 种 粒子 上 取 值 十 1. 但 在 基本 粒子 的 场 论 中 , 情 
况 有 很 大 的 不 同 ,必须 比较 不 同 种 类 粒子 的 内 襄 性 质 . 
我 们 将 (18) 式 改写 成 
U(D)o9(r,Ss) = 6( 一 r,S3) (20) 
注意 到 宇 称 与 轨道 角 动 量 能 够 同时 测量 ,这 是 因为 :D 7(7) 与 旋 
转 的 表示 U(Co, az, as) 对 易 , 因 而 总 角 动 量 了 与 0(7) 对 易 ;@ 由 
(4) 式 知 0(D) 与 自 旋 角 动 量 对 易 . 这样, 我 们 假定 pC7,5s) 是 轨道 
角 动 量 算 符 属于 轨道 角 动 量 量子 数 1 的 本 征 态 . 这 就 意味 着 
Pr, Ss) ~ YP(0,9) (21) 
由 于 众所周知 的 球 谐 函 数 (spherical harmonics) 的 性 质 , 我 们 有 
PryS83) ~ Yr(z— 09+7)=(— Yr0,9) (22) 


使 得 9( 一 TrySs) = (— DD)'plr, 8s) (23) 
于 是 ,(20) 式 变 成 
有 CDpCr,Sa) 一 和 (一 DCrySs) (24) 
这 是 宇 称 算 符 U(7) 的 本 征 方 程 ,本 征 值 为 
7? =¢(— 1) (25) 


习惯 上 称 (一 1)! 为 轨道 字 称 Corbital parity). 因此 ,由 上 式 可 见 ,总 
宇 称 是 内 训 宇 称 和 轨道 字 称 的 乘积 . 在 基本 量子 理论 中 ,“ 总 字 称 ” 
和 “轨道 字 称 ”没有 区 别 , 因 为 如 上 所 述 ,& 总 是 取 十 1. 

223 


对 于 复合 体系 , 态 函数 可 以 表示 为 单 粒 子 态 函数 乘积 的 线性 
组 合 ,因而 ,复合 体系 的 内 训 宇 称 是 各 组 分 内 训 字 称 的 乘积 ,而 且 
由 于 每 个 粒子 的 坐标 宗 量 改 变 符号 ,所 以 
TV(T)ep(riyrz ,rs 8}, S59, 3S3) 
= hbo bp— Ts — ra" — Ta SY, S83, ,83) (26) 
由 此 得 到 , 象 单 粒 子 情形 那样 ,具有 确定 轨道 角 动 量 的 态 是 宇 称 本 
征 态 , 字 称 本 征 值 为 
及 = 和 6 人 (一 1) (27) 
式 中 工 是 复合 体系 的 轨道 角 动量 量子 数 ; 工 的 计算 必须 遵照 角 动 量 
相 加 法 则 , 实质 上 工 是 在 质心 系 中 的 相对 轨道 角 动 量 量子 数 .特别 
是 ,如 果 体 系 处 于 s 态 ,L= 0, 则 py 就 等 于 内 计 字 称 的 乘积 . 这 表 
明 ,与 动量 ,能量 和 和 角 动 量 的 分 量 不 同 , 字 称 不 是 相 加 性 (additive) 
量子 数 ,而 是 相 胰 性 (multiplicative) 量 子 数 . 这 是 因为 0(1) 本 身 是 
厄 密 算 符 ,而 动量 . 角 动量 等 厄 密 算 符 出 现在 指数 上 ,指数 的 乘积 
导致 时 的 和 ,所 以 得 到 相 加 性 量子 数 . 
2. 物理 量 按 空间 反射 性 质 分 类 
通常 的 矢量 和 标量 是 根据 其 在 旋转 变换 下 的 性 质 来 分 类 的 . 
我 们 定义 在 旋转 变换 下 不 变 的 量 为 标量 , 按 坐 标 一 样 变换 的 量 叫 
矢量 . 但 是 在 反射 下 ,矢量 和 标量 都 分 奇 、 偶 两 类 . 因此 ,有 必要 对 
它们 进一步 分 类 . 
(1) 极 矢 量 (polar vectors) 一 一 在 反射 变换 下 改变 符号 的 矢量 
叫 极 矢 量 , 即 
0(GD)40+ (7D) =— Ah, i=1,2,3 (28) 
因为 在 反射 下 , 右 ( 左 ) 手 坐标 系 变 为 左 ( 右 ) 手 坐标 系 , 故 极 矢 量 也 
就 是 在 左 、 右 手 坐 标 系 中 相同 的 矢量 , 亦 叫 真 矢量 . 通常 的 坐标 , 动 
量 、 加 速度 、 矢 势 和 电场 强度 等 都 是 极 矢量 . 
(2) 大 矢 量 (pseudo-vectors) 或 轴 矢 量 (axial vectors) 一 一 在 反 
射 变换 下 不 改变 符号 的 矢量 叫 脸 矢量 , 即 
UDADT (DD) = Ah, i= 1,2,3 (29) 
厢 矢 量 也 就 是 在 左 ` 右 手 坐 标 系 中 反 号 的 矢量 . 可 以 证 明 , 两 极 矢 
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量 的 矢 积 AXB 是 性 矢量 , 轨道 角 动量 和 磁场 就 是 硅 矢 量 , 自 旋 角 
动量 也 是 盾 矢 量 . 
(3) 标量 (scalar) 一 一 在 旋转 变换 下 不 变 , 而 且 在 反射 变换 下 
数值 和 符号 都 不 变 的 量 叫 标 量 , 即 
U(DaUt+ (I)= a (30) 
两 同类 ( 极 或 轴 ) 矢 量 的 标 积 4。B 就 是 标量 . 
《4) 夺标 量 (pseudo scalar) 一 一 在 旋转 变换 下 不 变 , 但 在 反射 
变换 下 数值 不 变 而 改变 符号 的 量 叫 夺 标量 , 即 
U(DaUt (1) 一 一 6 (31) 
两 不 同类 矢量 的 标 积 , 三 矢量 的 混合 积 和 A. BXC 都 是 碎 标 量 . 
实验 指出 ,各 种 基本 粒子 都 具有 一 定 的 对 称 性 ,因而 要 用 各 种 
不 同 对 称 性 的 量 来 表征 . 如 x 介子 场 具 有 空间 旋转 不 变性 , 自 旋 
为 零 , 故 它们 的 场 量 应 是 标量 或 厦 标 量 . 但 实验 进一步 指出 ,它们 
在 空间 反射 下 变 号 , 故 < 介子 的 场 量 是 硒 标 量 , 
3. 空间 反射 不 变性 与 宇 称 守恒 
现在 我 们 来 讨论 宇 称 守恒 问题 . 我 们 假定 ,空间 具有 左右 不 可 
区 分 的 (indistinguishable) 性 质 , 人 们 可 以 不 加 选择 地 利用 左手 坐标 
系 或 右手 坐标 系 来 描述 物理 现象 ; 换 句 话说 ,我 们 假定 体系 对 空间 
坐标 系 原 点 的 反射 具有 不 变性 ,这 就 意味 着 体系 的 哈密 顿 量具 有 
反射 不 变性 : 
UDHU+ (7) =H (32) 
可 见 五 是 一 标量 .注意 到 (7) 的 么 正 性 (14) 式 ,上 式 成 为 
[H,V(1D)]=0 (33) 
可 见 , 反 射 不 变性 导致 V0(7) 与 哈密 顿 量 对 易 , 因 此 , 字 称 算 符 对 应 
的 物理 量 字 称 是 运动 恒 量 , 即 体系 具有 反射 不 变性 时 , 字 称 守恒 . 
当 体系 不 受 外 场 作用 ,或 外 场 对 坐标 原点 具有 反射 对 称 性 (例如 团 
力 场 ) 时 , 宇 称 是 守恒 的 . 
字 称 守恒 定律 和 其 它 守 恒定 律 同样 地 对 研究 微观 粒子 运动 规 
律 有 很 大 的 指导 意义 . 我 们 知道 一 个 基本 粒子 体系 通过 其 内 部 粒 
子 间 的 相互 作用 可 以 转化 为 一 个 新 的 基本 粒子 体系 ,如 果 体 系 的 
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哈密 顿 量 对 空间 反射 保持 不 变 , 则 由 字 称 守 便 定律 可 知 ,转化 前 后 
体系 的 字 称 必须 相同 . 

以 前 人 们 认为 所 有 粒子 体系 的 哈密 顿 量 对 空间 反射 都 保持 不 
变 , 即 左手 坐标 系 和 右手 坐标 系 是 等 价 的 ,或 者 说 物理 过 程 与 其 镜 
象 过 程 是 对 称 的 ,因而 认为 字 称 守 恒定 律 是 微 砚 世界 中 的 普遍 规 
律 . 1956 年 , 李 政道 和 杨振宁 发 现 对 于 象 K 介子 训 变 (decay),6 衰 
变 等 弱 相 互 作用 过 程 ,体系 的 哈密 顿 量 并 不 具有 对 空间 反射 保持 
不 变 的 性 质 ,因而 指出 在 弱 作 用 过 程 中 字 称 不 守恒 
(nonconservation of parity), 1957 年 由 吴 健 雄 等 人 完成 的 "Co 的 p 
衰变 实验 证 实 了 J“ 字 称 违 背 ”(“parity violation”), 李 , 杨 的 这 个 发 
现 , 大 大 地 推动 了 基本 粒子 理论 的 研究 . 

与 空间 平移 对 称 的 情形 类 似 ,空间 反射 对 称 时 ,体系 既 可 以 处 
于 具有 确定 宇 称 的 状态 ( 即 宇 称 本 征 态 ), 也 可 以 处 于 不 具有 确定 
字 称 的 状态 , 例如 ,一 维 谐振 子 的 本 征 态 入 (z7 和 和 氢 原 子 的 本 征 态 
%n(r,9,9) 都 是 具有 确定 宇 称 的 状态 (分 别 为 (一 1D) 和 (一 1)2 ,而 
自由 粒子 的 态 4 一 e* 不 具有 确定 的 字 称 .但 是 , 任 一 不 具有 确定 字 
称 的 态 可 以 看 成 是 两 个 具有 确定 宇 称 的 态 的 迁 加 :#% 一 外 十 多 ， 
办 +p- 分 别 为 具有 侦 宇 称 和 奇 宇 称 的 态 , 例如 


光一 em 一 去 ( 必 十 ee) 十 方 (o> 一。 


=coskz 十 isinkz 
其 中 costz 和 sintz 分 别 具 有 偶 宇 称 和 奇 字 称 ， 
4. 关于 字 称 的 选择 定 则 
如 果 算 符 满足 下 列 关 系 : 
U(DA+ Ut (1) = 4+ (34) 


UC(U)A- Ut (7) 一 一 4- (35) 
则 4+ 称 为 偶 算 符 (even operator) ,4_ 称 为 奇 算 符 (odd operator). 例 
如 (4) 式 中 ,坐标 和 动量 是 奇 算 符 ,而 自 旋 是 偶 算 符 . 
对 于 具有 奇 , 偶 性 质 的 算 符 ,其 在 确定 的 字 称 态 之 间 的 矩阵 无 
存在 选择 定 则 (selection rules). 
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设 |%*) 和 |) 分 别 表示 具有 确定 字 称 为 和 的 态 , 则 对 侦 
算 符 4+ 有 
《4+ IX = Ut (DCD4+ UT DUOD I 
一 Mi(2 UDAr Ut (7 IX) 
一 2MW(N 4+ 11) 
即 (1— XX |A+ IV}=0 (36) 
可 见 人 2 14+12)? 不 为 零 的 条 件 是 加 =1, 而 入 二 1 意味 荐 初 、 
未 两 态 具 有 相同 的 宇 称 . 于 是 得 出 结论 , 偶 算 符 在 具有 确定 宇 称 的 
两 态 之 癌 的 矩阵 元 不 为 零 的 条 件 是 此 两 态 具有 相同 的 字 称 ， 
对 于 奇 算 符 ,类 似 地 有 
(14_ IX) 三 2MW(W UA V+ (1) 1) 
=— WMV 14- 12 
即 (+ XW NA I= 0 (37) 
可 见 (%|4-1) 不 为 零 的 条 件 是 * 介 = 一 1, 而 X= 一 1 意味 着 
初 . 末 两 态 具 有 相反 的 字 称 .于 是 得 出 结论 , 奇 算 符 在 具有 确定 字 
称 的 两 态 之 间 的 矩阵 元 不 为 零 的 条 件 是 此 两 态 具 有 相反 的 宇 称 ， 


$7 时 间 反 射 不 变性 及 其 推论 


我 们 现在 要 讨论 的 第 二 个 分 立 的 时 空 对 称 性 是 时 间 反 射 
(time reflection) ,常常 称 为 时 间 反 转 (time reversal). 
1. 经 典 力学 中 的 时 间 反 转 
时 间 反 转 的 定义 是 
it = 一 : (GD 
了 
rr 一 了 (2) 
所 谓 时 间 反 转 不 变性 就 是 物理 过 程 与 时 间 流 逝 的 方向 无 关 . 
在 经 典 力学 中 ,在 许多 情形 下 ,体系 具有 时 间 反 转 不 变性 . 如 质点 
在 保守 力作 用 下 的 运动 就 是 如 此 . 事实 上 ， 
VV 二 7 = 地 =—v (3) 
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或 Pp'=—p (4) 


而 a= T= (5) 
注意 到 保守 力 与 时 间 无 关 , 它 具有 时 间 反 转 不 变性 : 
FI=F (6) 
因而 有 
2 
nn = (7) 
nn 一 下 / (8) 


可 见 , 在 时 间 反 转变 换 前 后 质点 的 运动 方程 保持 不 变 ， 这 就 是 
说 , 如 果 r( 必 和 pC 是 运动 方程 的 解 , 则 其 时 间 反 转 态 ~( 一 人 和 
一 #( 一 力也 是 方程 的 解 , 即 如 果 状 态 r(),p( 乡 是 可 以 实现 的 话 ， 
则 状态 ~( 一 疙 和 一 ?一 纺 也 是 可 以 实现 的 . 可 见 , 质 点 在 上 时 刻 的 
位 置 等 于 一 :时刻 的 位 置 , 但 动量 (或 速度 ) 则 反 号 . 

维 格 纳 曾 经 指出 ,时 间 反 
转 态 ”并 不 意味 着 真正 的 时 间 —u(—0) 
倒流 ,而 只 不 过 是 “运动 方向 的 
倒转 ”(reversal of direction of 
motion )， 如 果 用 轨道 
(trajectory ) 来 描述 质点 的 运 
动 , 则 时 间 反 转 下 质点 的 轨道 中 
与 反 转 的 轨道 相同 ,但 质点 运动 方向 反 转 (图 6-1). 

与 其 他 时 空 对 称 性 不 同 ,时间 反射 在 经 典 力学 中 不 是 正则 变 
换 , 设 已 为 质点 的 哈密 顿 量 ,及 为 时 间 反射 下 的 哈密 顿 量 , HW' 由 
二 4 有 二 一 天 构成 ,其 构成 方式 与 @ 舌 构成 互 一 样 , 则 有 

aH 


a 
a = 一 一 一 9 
外 Ey Pp: En (9) 


vl) 


ia 
和 一 天 » P: Ea 
(10) 式 与 (9) 式 符号 反 转 , 因 而 我 们 处 理 的 是 反正 则 变换 . 
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(10) 


时 间 反 转 不 变性 的 原因 是 ， 
拉 格 朗 日 函数 仅 决定 于 速度 的 
二 次 咕 , 因 而 L(g,q)=L(g, 一 
9). 如 果 质 点 所 受 的 力 与 速度 的 
奇 次 窒 成 比例 , 则 力 要 变 号 ,从 
而 运动 方程 要 改变 ,轨道 就 不 能 
维持 原样 了 ,过 程 也 就 不 是 可 逆 
的 了 ,这 时 便 不 存在 时 间 反 转 不 图 6-2 
变性 . 例如 质点 在 耗 散 力 作用 下 的 运动 ,以 及 带电 粒子 在 磁场 中 的 
运动 (图 6-2)， 
2. 量子 力学 中 的 时 间 反 转 算 符 
时 间 反 射 变换 由 下 式 给 出 : 
4 一 Sa (11) 
时 间 反 转变 换 7 了 和 恒 等 变 换 这 两 个 元 素 组 成 时 间 反 射 变 换 
群 , 它 是 阿 贝 尔 群 ， 
我 们 来 确定 时 间 反 转 在 希 尔 伯 特 空间 的 表示 . 为 了 简单 ,我们 
先 讨论 没有 自 旋 的 点 粒子 ,基本 算 符 是 和 mx, 在 时 间 反 射 下 它 
们 作 如 下 变换 : 


> p>—P (12) 
时 间 反 转 算 符 0(7) 不 可 能 是 么 正 的 ,因为 由 上 式 可 知 ,在 时 间 反 
射 下 ,[psg]-> 一 [nyg], 这 意味 着 (7)( 了 )0+(7) 一 一 二, 因此， 
我 们 必须 寻找 具有 如 下 性 质 的 反 么 正 算 符 : 
| 
‘(USIUY) = (VI®) 
由 于 时 间 反 射 是 分 立 变换 ,利用 基本 方程 
hi=UAVUt, i= 1,2,.",n 
并 注意 (12) 式 , 则 时 间 反 转 算 符 由 下 式 确定 : 
U(T)qUt (7T) = g, 
UDPot CD 一 一 内 


(13) 


}， k= 1,2,3 (14) 
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到 U(T),g] = 
或 [em ,四 4 rly 


VT) ,pm} = 0 
象 空间 反 射 那样 ,时 间 反 转 算 符 也 不 可 能 由 4 和 ps 构成 , 即 
是 说 它 不 对 应 于 经 典 的 可 观察 量 .同时 ,我 们 也 不 用 “时 间 宇 称 ” 
(“time parity”) 来 标志 体系 的 态 , 因 为 它 不 是 线性 算 符 ,因而 不 是 
量子 力学 意义 上 的 可 观察 量 . 
利用 (12) 式 和 (14) 式 可 得 到 轨道 角 动 量 工 的 变换 


Lh=[qXph™*—L (15) 
即 UTIDU+ (T) =U(T)(r X p+ (T) 
= k=1,2,3 (C16) 
即 {VU(T),L) =0 (16') 
时 间 反 射 不 变性 意味 着 
[HV(T)] = 0 (17) 


虽然 时 间 反 转 算 符 0(Z) 与 哈密 顿 基 对 易 , 但 我 们 不 说 57? 对 应 
一 个 守恒 基 , 因为 (7) 是 反 线 竹 算 符 , 它 不 是 量子 力学 意义 上 的 


可 观察 量 ;此 外 55 一 霹 [ 甩 ,人 也 只 对 线性 算 符 才 成 立 ， 
我 们 来 讨 论 ,在 时 间 反 射 下 , 莓 定语 方程 的 不 变性 问题 . 把 反 


么 正 算 符 UC(T) 作 用 于 醉 定 词 方程 
Wa? 一 ly)) a18) 
得 到 一 访 且 [DCT) 1y6O)] 一 DCDE9COD》 


=HU(T) |y(0)) 
其 中 左边 利用 了 UV(7) 的 反 线 性 性 质 . 改变 变数 (> 一 t, 上 式 变 成 : 


WUD YD) = HUTG— OD) 019) 


比较 (19) 式 与 (18) 式 可 知 ,VCT) |¥( 一 眉 ) 与 19(6)) 均 满足 苹 定 证 
方程 ,即时 间 反 转 态 
[WD = UT) |p 0)) (20) 
与 |w()) 均 是 酝 定 词 方程 的 解 . 
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为 了 看 清楚 (20) 式 的 意义 ,我 们 取 特 殊 的 基 , 例如 取 坐 标 才 
象 . 这 时 ,哈密 顿 量 取 通 常 的 形式 


薛 定 谓 方程 为 
六 = HY(r,6) 《21 


用 U(7) 作 用 于 上 式 两 边 ,注意 到 [8,0V(7)]=0, 得 
CE 0) 


= Hy(r, — 0t) 


可 见 $( 一 人 ) 不 满足 苹 定 词 方程 ,但 如 果 取 上 式 的 复 共 二 ,得 
Way, 一念 
=Hy"(r, —t) (2?2) 
比较 (22) 式 和 (21) 式 可 知 , 当 万 * = 及 ( 即 五 为 实数 ) 时 ,yp* Cr， 一 总 
和 V(r, 引 均 是 莅 定 词 方程 的 解 , 即 在 时 间 反 射 坐 标 系 中 观察 到 的 
态 (时 间 反 转 态 ) 应 为 : 
Vr) = Yr, C—O) (23) 

例如 沿 > 方向 以 动量 和 能 量 刀 运动 的 自由 粒子 ,其 波 函数 

为 
zt) = Ei (re—m) 
取 二 一 b, 得 
$(z, 一 t) = + 
它 不 是 自由 粒子 莅 定 词 方程 的 解 ,不 代表 粒子 的 真实 运动 . 但 是 取 
上 式 的 复 共 辆 
pz C—O) = 

它 也 是 自由 粒子 薛 定 谓 方程 的 解 ， 表示 能 量 仍 为 B, 但 动量 p 沿 
一 z 方 向 运动 的 自由 粒子 . 

若 在 坐标 表象 中 引进 复 共 和 算 符 (operator of complex 
conjugation)K, 它 作 用 于 波 函 数 3(r,t) 上 得 到 复 共 思 波 函数 
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y* (r,t) , 即 
KY¥(rst) = 区 (Cr (24) 
则 (23) 式 可 改写 成 
Yt) = KyYlr, —t) (25) 
对 比 (20) 式 和 (25) 式 可 见 , 时 间 反 转 算 符 V0(7T) 在 坐标 表象 中 就 是 
K, 即 


DZ) 一 天 (26) 
它 是 最 简单 的 反 线性 算 符 . 由 (26) 式 显然 可 得 
VAT)=8B (27) 


3. 具有 自 旋 的 粒子 
现在 我 们 讨论 粒子 具有 自 旋 时 的 时 间 反 转 . 因为 自 旋 是 一 种 
角 动 量 ,类 似 (15) 和 (16) 两 式 ,有 


志 二 一 加 
UV(T)SU+ (T) =— SS, | (28) 
{U(T),S)} = 0 
为 了 构造 算 符 5(Z) ,我 们 取 习 惯 的 表示 方法 ,这 时 最 大 的 完 
全 集 取 qi,qz,43,53, 52. 因而 我 们 处 理 的 是 波 函 数 %r,Ss). 在 这 个 
表象 中 , 取 
U(T) = BK (29) 
其 中 是 上 面 定义 的 复 共 孝 算 符 ,B 是 仅 与 自 旋 有 关 的 线性 么 正 
算 符 , 同时 ,我们 有 如 下 关系 式 : 
KSIK+= 9 = 85, 
KSsKt+= 8}? 一 一 82 | 
KSsK+= 3 = Sy 
上 式 的 证 明 是 由 于 所 有 5 都 是 厄 密 的 ,在 这 个 特定 的 表象 中 Ss 
是 对 角 的 ,因此 立刻 得 到 S? =5s, 其 余 两 个 关系 可 利用 对 易 关 系 
[LS;,S8:] = iemS 


(30) 


证 明之 . 
由 (30)、(29) 和 (28) 诸 式 可 得 
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BS1B+=— 8 
BS2B+ 一 S2 | ny 
BSB+=— Ss 
我 们 知道 , 在 普通 三 维 空间 中 , 绕 y 轴 旋 转 7 角 时 ,z 一 一 2,y*y， 
z> 一 z, 因 此 ,上 式 表 示 在 自 旋 空间 中 绕 8; 轴 旋 转 7 角 的 变换 . 如 
果 令 
B = e-ims (32) 

则 可 满足 (31) 式 . 将 上 式 代入 (29) 式 , 便 得 到 0V(7T) 在 特定 的 基 ( 特 
定 的 表象 ) 中 的 表示 式 

UT) = ekak (33) 


例如 对 于 自 旋 为 亏 的 粒子 (电子 、 质 子 、 中 子 等 ), 由 于 


&S 一 到 
其 中 0 为 泡 利 矩阵 , 则 有 
一 一 ixz (34) 
U(T) =— ivsk (35) 


4. 时间 反射 不 变性 的 几 个 重要 推论 
时 间 反 射 不 变性 虽然 不 对 应 于 某 个 守恒 定律 ,但 是 这 种 不 变 
性 仍然 可 以 得 到 若干 重要 的 结果 . 
(1) 双 时 间 反 射 不 变性 导致 克 雷 末 斯 (Kramers) 简 并 
体系 的 物理 性 质 在 双重 时 间 反 射 下 一 定 保持 不 变 ， 即 态 
2p) 在 物理 上 与 1 本 身 相同 ,这 就 意味 着 所 有 可 能 的 态 都 是 U2 
的 本 征 态 , 即 
UV) = cly) (36) 
其 中 常数 对 所 有 的 态 | 到 ) 均 相同 , 然而 ,这 并 不 意味 着 如 是 一 个 
单位 算 符 ,从 (32) 式 容易 得 到 
U? = es (37) 
由 上 式 可 知 ,V2 是 么 正 算 符 . 
下 面 我 们 来 确定 (36) 式 中 的 常数 c, 利 用 UV 的 反 么 正 性 (13) 
式 : 
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(UD UF) = (到 ,0) 
我 们 有 (BUY) 一 (DIDG) 一 cm,D0O) 

一 c(028,DY) = eB,VY) (38) 
于 是 c= 十 1 或 一 1, 由 体系 的 性 质 决 定 , 即 算 符 UV? 的 本 征 导 为 十 1 
或 一 1. 设 对 c= 十 1 的 态 用 |%+) 表 示 ,c= 一 1 的 态 用 18_) 表 示 , 则 
有 


UG+) = |9+) } 
I2195_》 一 一 12_) 
对 于 = 一 1 的 所 有 可 能 的 态 18-), 令 (36) 式 中 |y)==|8-)， 
则 有 


(39) 


(GD_ ,U0_) 一 一 (OO IO ) 
由 上 式 立 刻 得 到 

(DO_) 一 0 (40) 
或 (9_ 17lo 一 0 (40') 


即 态 18-) 与 时 间 反 转 态 V18-) 是 正 交 的 . 

如 果 在 时 间 反 射 下 哈密 顿 量 保持 不 变 , 即 [ 石 ,VA(7T)]=0, 或 
15-) 是 五 的 本 征 态 : 

HIG-) = E19-» 
则 (7)19-》 也 是 召 具 有 相同 本 征 值 妃 的 本 征 态 : 
FU(CT)19_) 一 DZ) 三 |8 = BVU(T) _》 

而 由 (40') 式 知 , 18-_) 与 V18-) 是 正 交 的 ,彼此 独立 的 ,它们 代表 
两 个 不 同 的 态 ,于 是 就 出 现 了 体系 能 级 的 双重 简 并 . 这 种 由 于 时 间 
反 转 不 变性 引起 的 简 并 称 为 克 雷 末 斯 简 并 (Kramers degeneracy). 
也 就 是 说 ,在 厂 的 本 征 值 c= 一 1 和 时 间 反 射 下 哈密 顿 量 的 不 变 
性 导致 克 雷 末 斯 简 并 . 


可 以 证 明 ,对 = 个 自 旋 为 于 的 粒子 组 成 的 体系 


mn=T i= TD cn 
可 见 , 当 组 成 体系 的 粒子 数 4 为 偶数 时 UV? 的 本 征 值 是 十 1,7 为 奇 


数 时 ,V 的 本 征 值 是 一 1. 因此 ,对 克 雷 末 斯 简 并 ,我 们 可 以 陈述 如 
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下 :对 于 具有 奇数 个 电子 组 成 的 体系 ,时 间 反 射 不 变性 导致 体系 能 
级 简 并 , 简 并 度 为 偶数 ,这 就 是 克 雷 末 斯 定理 ,是 他 在 研究 晶体 中 
的 电子 轨道 时 首先 提出 的 . 
外 电场 具有 时 间 反 转 对 称 性 ,不 能 消除 时 间 反 转 对 称 性 引起 
的 克 雷 末 斯 简 并 . 因此 ,具有 奇数 个 电子 的 原子 ,即使 在 外 电场 存 
在 时 ,能 级 仍然 是 双重 简 并 的 . 
外 磁场 则 不 同 , 它 的 存在 使 互 中 含有 XB、L*B 和 S。B 之 
类 的 项 ,这 类 项 不 具有 时 间 反 转 对 称 性 ,因而 磁场 的 存在 破坏 了 时 
间 反 转 对 称 性 ,从 而 可 以 消除 克 雷 末 斯 简 并 . 
至 于 体系 内 的 带电 粒子 运动 产生 的 内 磁场 B,, 由 于 时 间 反 射 
时 ,粒子 的 速度 或 电流 方向 都 反 转 , 甩 也 要 随 着 变 号 ,因而 这 种 内 
破 场 引起 的 自 旋 与 自 旋 、 自 旋 与 轨道 轨道 与 轨道 相互 作用 仍 具 有 
时 间 反 转 不 变性 , 故 内 磁场 的 存在 并 不 破坏 时 间 反 转 对 称 性 . 
(2) 双 时 间 反 射 不 变性 导致 超 选 择 定 则 (superselection rule》 
由 于 吧 的 本 征 值 为 土 1, 所 有 可 能 的 物理 状态 区 分 为 两 类 , 即 
18+) 和 |@-), 由 (39) 式 表示 , 这 样 , 希 尔 伯 特 空间 便 分 为 两 个 彼此 
正 交 而 又 互 不 相干 (incoherent) 的 子 空间 . 事实 上 ,如 果 4 是 一 个 
任意 可 观察 量 , 利 用 (39) 式 及 反 么 正 算 符 的 性 质 , 我 们 有 
(B+,AD_) 一 (0U40_ ,UD) 
= (VD ,0240_) 
一 (0204+ ,4020_) 
=1 X (一 1)(O+,40_) 
一 一 (94 ,40_) 
故 (CO+4O_) 一 0 (42) 
或 写成 (G+ |4I8_)=0 (42') 
由 此 得 出 结论 ,任意 可 观察 量 在 不 同 子 空间 {B+4} 和 {2-} 中 的 两 个 
态 之 间 的 矩阵 元 为 零 , 这 就 意味 着 ,具有 偶数 个 半 奇 数 自 旋 粒 子 的 
体系 的 态 和 具有 奇数 个 半 奇 数 自 旋 粒子 的 体系 的 态 之 间 存 在 一 个 
超 选 择 定 则 . 
(3) 时 间 反 射 不 变性 导致 细致 平衡 定理 (detailed balance 
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theorem ) 


时 间 反 射 不 变性 的 另 一 个 结果 是 细致 平衡 定理 . 
在 相互 作用 绘 景 中 ,根据 第 五 章 §3C60) 式 知 


[PC0)) = Ulé,to) [I(to)) (43) 
其 中 演化 算 符 0;(t,to) 满 足 
诉 全 UCtyt) = BO | 三 
Ui(toyto) = 1 ] 
定义 5 矩阵 (参阅 第 八 章 §5C29)、(30) 式 ): 
Ss= lim Ut,l) =U(+ %, — %) (45) 
则 有 
St+=Ut(+ co， 一 oo) =U(+ %,— 0)=U(— %,+%) 
(46) 
上 式 最 后 一 步 可 参阅 第 八 章 8 5. 
如 果 瑟 和 Ho 都 具有 时 间 反 演 不 变性 , 则 有 人 @ 
UDO TD = C—O (47) 
由 此 可 证 明 
UT)SU™(T) = S+ (48) 
事实 上 ,由 (44) 式 ,有 


| UCT)[ 访 FU) UT) = UTIHIOU UT) UT) 


(VD tO)UHT).= 1 
假定 时 间 反 演 不 变性 成 立 , 代 入 (47) 式 , 则 上 式 成 为 


| WV TV UT = HE OV VE UT) 


{vOU UT) = 1 
将 上 式 与 (44) 式 比较 可 得 
UU UT = Vt, — to) 


@ 参阅 李 政道 著 , 场 论 与 粒子 物理 学 ,上 册 # 12. 3,P. 172. 
236 


因而 有 
UT :一 NTT) = Bi 一 coyco) 
注意 到 (45) 式 和 (46) 式 便 得 到 (48) 式 . 这 就 是 说 , 若 互 和 有 是 7 
反 演 不 变 的 , 则 相应 的 8 矩阵 的 时 间 反 演算 符 就 是 它 的 厄 密 共 
斩 . 
设 | 让 ,1f) 是 五 ,的 本 征 态 , 相 应 的 时 间 反 演 态 为 : 
I) = UD i) (49) 
If) = Uf) (50) 
则 由 UCT) 的 反 么 正 性 及 (48) 式 可 证 明 
WSIF) =(U TiSIU(T)F) 
一 (ICT)flS+ |U(T)i)* 
=(U(T)f|IS+ UVU(T) |i)* 
=U(T)FIV(T) Si)" 
=((fISID)°*)°* 
一 (于 1S1i》 (51) 
即 Syp Ss (51’) 
这 个 关系 称 为 精细 平衡 , 有 时 称 为 微观 可 逆 性 (micro- 
reversibility ). 
由 上 式 可 得 
Tzp = Ts (52) 
Wief = Wp (53) 
可 见 ,时 间 反 转 不 变性 的 结果 ,使 具有 时 间 反 转 态 参 数 的 逆 过 程 
(inverse process) 的 跃迁 几率 与 直接 过 程 (direct process) 的 跃迁 几率 
相同 . 


§ 8 全 同 粒子 的 交换 对 称 性 


上 面 讨论 的 都 是 关于 时 间 和 空间 的 对 称 变换 . 此 外 ,也 还 存在 
许多 不 属 时 空 变换 的 对 称 性 . 这 些 对 称 性 的 发 现 ,又 导致 一 些 新 的 
守恒 定律 或 关于 物理 体系 的 新 规律 . 8 8 一 $ 11 分别 介绍 另外 几 
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种 对 称 变换 . 本 节 讨 论 全 同 粒 子 的 交换 对 称 性 . 

1. 全 同 粒子 的 不 可 区 分 性 

自然 界 中 存在 各 种 不 同类 型 的 粒子 ,例如 电子 、 质 子 、 中 子 、 光 
子 、t 介 子 等 .每 一 类 粒子 都 具有 一 定 的 内 京 的 客观 属性 . 例如 欧 
质量 .电荷 、 自 旋 \ 磁 矩 ,寿命 等 .事实 上 ,人 们 正 是 根据 这 些 具 有 
相对 稳定 性 的 客观 属性 来 划分 各 种 不 同类 型 的 粒子 的 . 静 质 量 、. 电 
荷 . 自 旋 等 属性 完全 相同 的 粒子 称 为 全 同 粒子 (identical particles). 
由 许多 全 同 粒子 组 成 的 体系 称 为 全 同 粒子 体系 (system of identical 
particles), 例如 原子 和 分 子 中 的 电子 系 ,原子 核 中 的 质子 系 与 中 子 
系 ,金属 中 的 电子 气 等 . 

在 经 典 力 学 中 ,对 全 同 粒 子 系 的 处 理 与 不 同 粒 子 组 成 的 体系 
完全 相同 . 因为 原则 上 我 们 可 以 给 全 同 粒子 系 中 每 一 个 粒子 以 一 
定 的 标记 ,如 根据 不 同 轨道 予以 标记 或 区 别 . 但 是 在 量子 力学 中 ， 
上 述 标记 法 是 不 可 能 的 . 例如 即使 根据 最 初 的 动量 和 坐标 对 粒子 
加 以 区 别 , 但 由 于 微观 粒子 具有 波动 性 这 一 特性 ,描写 粒子 的 波 包 
会 扩散 ,粒子 间 几 率 的 重 迭 (overlap) 以 至 引起 动量 交换 ,最 终 仍 然 
无 法 对 各 粒子 加 以 区 别 . 由 此 可 见 ,在 量子 力学 中 ,全 同 粒子 具有 
不 可 区 分 性 (indistinguishability) ,全 同 粒子 的 这 种 不 可 区 分 性 ,是 
微观 粒子 所 具有 的 重要 特性 . 

2. 交换 对 称 性 

由 全 同 粒子 的 不 可 区 分 性 立刻 可 以 得 到 一 个 重要 的 结果 , 即 
所 谓 交 换 对 称 性 :对 于 全 同 粒子 系 中 任何 两 个 粒子 的 交换 ,体系 的 
哈密 顿 量 是 不 变 的 . 例如 对 于 具有 2 个 电子 的 原子 ， 

= + 二 
因 rs 一 ri, 可见 交换 i,j 两 个 粒子 时 五 不 变 . 一 般 地 
Hq sg sg sg) = Hg ,gj Gi" qn) (1) 

我 们 可 以 引进 交换 算 符 Pi, 表示 第 i 个 粒子 与 第 ;个 粒子 互 

换 它们 的 坐标 和 自 旋 宗 量 , 即 


PiDlgi, ,gi ,i G00) = Pgs ,gy gi sat) (2) 
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式 中 4 三 《rs5). 因此 ,交换 对 称 性 又 可 表述 为 H 与 Ps 对 易 , 即 
[PH]=0 (3) 
证 明 如 下 : 

PyH® =Py(H(q1s°" ,gi gj" 9 9s) Dg1 9 "** sis "133 1 116)) 
=H(gqi ,9° Gi a) Bq1s "019" is" qn) 
一 百 (g1 ,gg 4) PyD (G1 ,Gir 419 *** st) 
=HP 

由 此 得 到 PjH = HP; 
从 而 证 明了 (3) 式 . (3) 式 就 是 全 同 粒子 不 可 区 分 性 的 数学 表述 ， 
可 以 证 明 , 全 同 粒子 的 所 有 置换 (permutation) 组 成 一 个 群 , 叫 
做 置换 群 (permutation group). 
3. 交换 简 并 
由 于 全 同 粒子 的 交换 对 称 性 ,导致 体系 能 级 的 简 并 . 这 是 因为 
如 果 ZB(q1，… ,qi… ,gq;，,"… ,gms 人) 是 醉 定 词 方程 的 解 : 
HB(g1, gi sg 一 BOq1,*** ,gis gs ,Gast) (4) 
则 由 于 Py 与 及 对 易 ,Ps8 也 是 共 定 请 方程 具有 相同 本 征 值 的 
解 : 
HP = PyHG = PijBG = EBPsb (5) 
我 们 知道 ,a 个 粒子 的 全 部 置换 共有 sl! 种 ,因此 ,有 i 个 波 函数 对 
应 同一 能 量 , 这 就 是 说 ,体系 能 级 是 1 度 简 并 的 .这 种 由 于 交换 对 
称 性 引起 的 能 级 简 并 , 称 为 交换 简 并 (exchange degeneracy). 这 样 
看 来 ,全 同 粒子 系 的 能 级 好 象 是 高 度 简 并 的 . 然而 ,事实 上 ,并 非 所 
有 这 些 简 并 态 都 是 物理 上 人 允许 的 . 
4. 全 同性 原理 ”对 称 的 和 反对 称 的 波 函 数 
由 于 全 同 粒子 的 不 可 区 分 性 ,使 得 在 全 同 粒子 系 中 ,任何 两 个 
粒子 的 交换 不 会 引起 物理 状态 的 改变 . 这 个 论断 称 为 全 同性 原理 . 
根据 这 个 原理 ,全 同 粒子 体系 的 波 函数 将 具有 特殊 的 性 质 . 
两 个 粒子 交换 时 
本 (gg gj gat) 
CE TY 
239 


=B(gj sg gi Gt) 
而 按照 全 同性 原理 ,6 和 Ps6 描述 的 是 同一 量子 态 ,它们 之 间 最 多 
差 一 个 常数 因子 4, 即 
PD= 48 (6) 
用 PP 再 运算 一 次 (再 一 次 交换 该 两 个 粒子 ) ,得 
PD 一 MPJO = 120 
但 是 ,连续 两 次 交换 两 个 粒子 等 于 不 交换 (还 原 ) ,所 以 
PD=9 
比较 上 面 两 式 可 得 
人 =1 

因而 4= 土 1 (7) 
即 Py 只 有 两 个 本 征 值 :*= 土 1. 这 样 ,全 同 粒 子 系 的 波 函 数 必须 满 
足下 列 关系 之 一 : 

PDs = Ds 

P,@ 一 一 和 
其 中 gs 称 为 对 称 波 函数 (symmetrical wave function) ,@u 称 为 反对 
称 波 函 数 (antisymmetrical wave function). 因此 ,描述 全 同 粒 子 系 状 
态 的 波 函数 只 能 是 对 称 的 @ 或 反对 称 的 B4. 并 且 , 由 于 Py 与 五 
对 易 ,P 是 一 个 守恒 量 ,所 以 , 波 函 数 的 交换 对 称 性 不 随时 间 而 改 
变 . 如 果 体 系 在 某 一 时 刻 处 于 对 称 ( 反 对 称 ) 态 , 则 它 将 永远 处 于 对 
称 (反对 称 ) 态 上 . 

与 其 他 对 称 性 不 同 , 在 自然 界 中 能 实现 的 全 同 粒 子 系 的 波 函 
数 总 是 P 的 本 征 态 ( 对 称 的 或 反对 称 的 ), 即 总 是 具有 确定 的 交换 
对 称 性 . 然而 ,我 们 已 经 知道 ,一 个 具有 空间 反射 对 称 性 的 体系 ,其 
所 处 状态 并 不 一 定 是 宇 称 的 本 征 态 , 一 个 具有 球 对 称 性 的 体系 ,其 
所 处 的 状态 也 并 不 一 定 是 角 动 量 的 本 征 态 . 

上 面 提 到 并 非 所 有 交换 简 并 的 态 都 是 物理 上 允许 的 ,现在 我 
们 知道 ,这 些 简 并 态 还 要 满足 对 称 的 要 求 ( 对 称 态 或 反对 称 态 ), 亦 
即 这 些 简 并 态 波 函 数 还 要 满足 波 函 数 对 称 化 的 要 求 ( 对 称 波 函数 


} i 天 j= 1,2, sn (8) 
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或 反对 称 波 函数 ), 从 而 消除 了 交换 简 并 @. 既然 全 同 粒子 系 的 波 
函数 只 能 是 对 称 的 或 反对 称 的 ,而 且 这 种 交换 对 称 性 又 是 守恒 的 ， 
据 此 ,微观 粒子 可 分 为 两 类 :一 类 粒子 由 对 称 性 波 函 数 撒 写 , 另 一 
类 粒子 由 反对 称 波 函 数 描写 . 实验 正好 证 明 ,具有 整数 自 旋 
(integer spin) 的 粒子 总 是 具有 对 称 的 态 , 即 由 对 称 波 函数 描写 , 它 
们 遵守 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 (Bose-Finstein statistics) , 称 为 玻 色 子 
《bosons) ,例如 x 介子 ,光子 ,a 粒子 .而 具有 半 奇 数 自 旋 的 粒子 总 
是 具有 反对 称 态 , 即 用 反对 称 波 函数 描写 ,它们 遵守 费 米 - 狄 喇 克 
(Fermi-Dirac statistics) 统 计 , 称 为 费 米子 (fermions) ,例如 电子 、 质 
子 , 中 子 、 中 微 子 .x 子 等 . 至 今 尚 不 能 给 出 在 自然 界 中 为 什么 只 有 
完全 对 称 和 完全 反对 称 态 出 现 的 理由 . 自 旋 与 统计 之 间 的 联系 首 
先 由 泡 利 在 相对 论 性 量子 场 论 的 相当 普遍 的 假设 基础 上 所 证 明 . 


$9 规范 变换 与 电荷 守恒 
1. 规 范 变 换 和 规范 不 变性 
考察 带电 的 粒子 在 电磁 场 中 的 哈密 顿 量 
五 = 二 [一 4ACr)D 了 上 er 二 FeD OD 


其 中 中 和 A 分 别 为 电磁 场 的 标 势 和 矢 势 ,F 是 作用 在 粒子 上 的 所 
有 其 他 势 ,p 为 正则 动量 

也 一 my 十 二 4 

一 一 坊 了 7 (2) 
与 时 间 有 关 的 茶 定 启 方 程 是 


洲 红 =Hy(r,0) 


i 
= 7 A +tpt Gr) (3) 


@ 参阅 Roman,Advanced Quantun Theoty,P. 57. 
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现在 作 洛 仑 兹 规范 变换 或 叫 第 二 类 规范 变换 (gauge transformation 


of the second kind) 来 改变 势 
A>A'=A+ Vfl) | 
1 af(r,t) (4) 
p> =p- si | 
经 过 变换 后 , 波 函数 将 有 所 不 同 , 因 它 必须 满足 下 列 方程 : 
证 怒 久 Cr 一 Hy (r,t) (5) 
1 e 
式 中 H'= mTY TAY + eg +V(r,t) (6) 


除非 f 是 个 常数 ,这 个 方程 不 同 于 (3) 式 . 因此 ,一 般 说 来 ,函数 » 
(7,) 并 不 是 一 个 规范 不 变量 . 但 是 ,yp 与 之 间 有 一 个 非常 简单 的 
关系 

prt > rt) = ep(r,t) (7) 
也 可 以 称 波 函 数 的 上 述 变 换 为 第 一 类 规范 变换 (gauge 
transformation of the first kind). 容易 证 明 , 如 果 节 是 (3) 式 的 解 , 则 
由 (7) 式 定义 的 多 必 满足 (5) 式 ,因而 规范 变换 的 效果 是 改变 波 函 
数 的 相 因 子 , 它 是 位 置 的 一 个 函数 . 为 证 明 这 点 ,计算 


Vy = (VY + i 
i 2 
Vy = 咯 [V 史 十 天 其 VY Vf 十 i 起 $97 和 一 病人 ) 吃 
WW og i 
BW tint 
把 以 上 诸 式 和 (4) 式 以 及 (1) 式 的 展开 式 
.ef 4 
五 一 一 妇 V' ++ 于 (T+ 和) + 
(8) 
代入 (5) 式 ,得 
er 23 .€ .9f. 
Me (3 十 i NY) 
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=[ 一 北上 ii 亚 w ,六 二 40) 十 玫 542 十 吧 十 门 另 


二 6 六 1{ 一 至 [Y + 2 天 YY ， 天 十 7 革 一 (Tf)Y] 


2c: 


十 ;和 [人 “Vy+ i Vf+ Vf Vy+ i 


+ 7 A 十 广 $97] 本 沁 te 十 24.Vf 十 (Vf)2]Y 


+ (ep — y+ Vy) 


整理 后 得 站 3 TY Hy. 这 就 证 明了 在 规范 变换 下 ,由 (7) 式 联系 的 
和 分 别 是 (3) 式 和 (5) 式 的 解 . 这 样 ,我 们 就 证 明了 在 规范 变换 
下 苹 定 词 方程 的 不 变性 . 

虽然 波 函 数 在 规范 变换 下 改变 了 ,但 是 所 有 的 物理 上 可 观察 
量 在 规范 变换 下 都 不 变 . 容易 证 明 ,诸如 r+ 和 之 类 的 规范 不 变 


算 符 的 矩阵 元 在 规范 变换 下 是 不 变 的 ,但 正则 动量 ?= 二 立 的 矩 


阵 元 在 规范 变换 下 要 改变 ,所 以 p 就 不 是 一 个 真正 的 可 观察 量 . 而 
速度 


1 e 
v= eg 4) 


的 矩阵 元 在 规范 变换 下 不 变 . 
事实 上 , 算 符 4 的 矩阵 元 定义 为 


‘ml|A4ls) = fears sp 


m|Aln)’ = |dryg: A 
如 果 多 和 4% 由 (7) 式 联系 , 则 可 证 明 
(mlr|a)’ = (ml|r|n) (9) 
‘mlpla)’ =(mlpln) + Tm| VF ln) (10) 


mlvla)’ = (mlv|n) (11) 
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ml|Hl|n)’ = Cm|H ln) (12) 
2. 规范 不 变性 与 电荷 守恒 定律 
因为 我 们 知道 ,前 面 讨论 过 的 守恒 定律 是 与 平移 .旋转 和 反 演 
下 的 不 变性 联系 在 一 起 的 ,这 就 自然 要 问 ,是 否 有 某 种 守恒 定律 与 
规范 不 变性 联系 在 一 起 ?回答 是 :一般 认为 电荷 守 定律 是 与 规范 不 
变性 相 联 系 的 守恒 定律 @, 由 (7) 式 可 知 ,规范 变换 只 是 对 态 矢 量 
乘 以 一 个 相 因子 ,因此 很 明显 ,在 规范 变换 下 几率 密度 不 变 , 即 
以 一 久 " 名 一 细 细 一 (13) 
以 电荷 。 乘 p 得 电荷 密度 p,=ep=ey*y, 故 有 
太一 (14) 
上 式 自 然 表 示 电 荷 守 恒 . 
另 方面 ,我 们 从 连续 性 方程 的 规范 不 变性 亦 可 证 明 电荷 守恒 ， 
电荷 为 。 的 粒子 在 电磁 场 中 的 醉 定 词 方程 


济 红 二 一 六 三 (4 ly. 
Vim(A* V+T7 A)Yy 
2 
+ (A + ep+ VY (15) 
其 共 罗 方 程 为 
一 访 邓 -人 一 ji 撤 (4。 lo. Ay 
询 2 二 一 BV 一 i "V+ 了 7 AY 
2 
+ (2 2 + ep+ Vy (16) 
(15) 式 乘 以 8* , (16) 式 乘 以 % 然 后 相 减 ,得 
PN Lp 。 
请 守 (Y* 巷 mY VY $I") 


tiEIA: TYP+YYT A] U7) 
注意 到 
$y" TY YTY" = Ty Ty YI) 


Q 用 另 一 科 方 式 表述 电荷 守恒 可 参阅 亚 原子 物理 学 (中 译本 ) $7. 2,P. 113. 
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人 V( 扩 有 十 久 YIA 一 疼 (CA 入 区) 


于 是 由 (17) 式 得 到 连续 性 方程 
¥ 十 了.S=0 (18) 
其 中 S 表示 几率 流 密度 
S 一 是 (WT 一 纺 六 十 下 元 4 和 多 (19) 


在 规范 变换 (4) 式 和 (7) 式 下 ,几率 流 密度 为 
9 一次 (WTY YY + AY YY) 


访 ee 网 了 
=zaLY VY iz Tf 一 加 (YY 十 天 


十 于 向 CA% 浊 十 %?7 有 ] 


= 站 evy — $VY+ 2 二 4 区 一 S (20) 
可 见 在 规范 变换 下 ,几率 流 密度 也 不 变 . 于 是 便 得 到 : 
4 二 了 :SsS'=0 (21) 
即 连 续 性 方程 具有 规范 不 变性 . 将 (18) 式 和 (21) 式 乘 以 电荷 e, 便 
得 到 电荷 守恒 不 因 规 范 变换 而 改变 . 


810 电荷 共 罗 


.电荷 共 印 (charge conjugation) 变 换 是 把 粒子 变 成 反 粒 子 ,或 者 
相反 , 即 
粒子 。 反 和 粒子 
因为 粒子 和 反 和 粒子 的 电荷 4 反 号 , 故 
dg a) 

显然 ,与 空间 反射 和 时 间 反 转变 换 一 样 , 电 荷 共 斩 变 换 与 恒 等 

变换 也 组 成 二 阶 阿 贝尔 群 
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我 们 用 态 矢 1N) 描 述 一 个 粒子 ,这 里 入 代替 相 加 性 量子 数 9、 
(电荷)、B( 重 子 数 )、S( 奇 异 数 )、L( 轻 子 数 )、uC4 子 数 ). 用 VC0) 记 
变换 C 的 么 正 表示 , 则 电荷 共 轿 运算 可 定义 为 

vO)IN)= | —N) (2) 
电荷 共 轿 改变 了 这 些 相 加 性 量子 数 的 符号 ,而 保持 动量 和 自 旋 不 
变 .为 了 表示 不 仅 电荷 变 号 ,而 且 重 子 数 、 奇 异 数 、 轻 子 数 和 4 子 数 
也 改变 符号 ,有 时 把 C 称 为 粒子 - 反 粒 子 共 斩 变 换 . 图 6-3 描述 了 
带电 粒子 穿越 电场 的 情况 ,作用 在 整个 系统 上 的 电荷 共 轮 改变 了 
粒子 的 相 加 性 量子 数 ,而 保持 时 空 性 质 (P。 J) 不 变 , 外 场 的 电荷 
也 倒 过 来 了 ,所 以 粒子 和 反 粒 子 的 轨道 是 相同 的 . 


Zz |! 盖 77 一 
a ! a 
by | i 
oe? 1 3 

0 1 本 

1 

1 
Py ap 4 Ta 

1 一 : 
‘+) 所 (一 ) 

1 

图 6-3 


将 CC) 再 对 (2) 式 作用 一 次 ,就 重新 得 到 原来 的 态 , 即 
UC)IN) = UV(0)| — N) = |N) 
所 以 UC)=1 (3) 
从 而 得 到 (0) 的 本 征 值 为 
和 == 土 1 (4) 
X* 称 为 电荷 宇 称 ( 或 电荷 共 轿 量子 数 ). 它 也 是 相 乘 性 量子 数 . 
电荷 共 轿 算 符 0(C) 和 字 称 算 符 U(7) 一 样 , 它 既 是 么 正 的 又 
是 厄 密 的 .但 是 ,V0(C) 和 0(7) 之 间 有 着 重要 的 区 别 ,因为 0(C) 并 
不 总 有 本 征 态 .为 了 研究 这 个 新 特点 ,我 们 试 写 下 : 
UC) IN) LalN) (5) 
并 询问 这 样 的 关系 在 什么 情况 下 才 有 意义 . 作为 例子 , 取 态 |N) 为 
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电荷 算 符 4 的 本 征 态 19》, 于 是 有 
Qlg) = qlq) (6) 
但 由 于 (2) 式 ,有 
7(Cc)ie) 王 | 一 9) (7) 
于 是 我 们 有 
Uv(C)Qlg) = gu(0)lg) 一 9 一 9)》 
QO 一 QI 一 4 一 一 4 一 2 
由 此 两 式 可 得 
(U(CO)8 一 00(c))1e) 一 24| 一 9) 
=2UV(C)Q|g) 
[VCC) ,8] = 20(C)9 (8) 
可 见 算 符 7(C) 与 9 不 对 易 , 因 此 ,一 般 说 来 ,不 可 能 找到 一 个 状 
态 , 同 时 为 这 两 个 算 符 的 本 征 态 . 一 个 带电 粒子 ,不 可 能 满足 (5) 式 
那样 的 本 征 方程 ,这 是 因为 自然 界 已 经 选择 了 粒子 为 @ 的 本 征 
态 .以 上 讨论 也 可 适用 于 重子 数 B 和 超 荷 Y. 自然 界 中 出 现 的 粒子 
是 B 和 了 的 本 征 态 , 并 且 了 3 或 了 也 不 与 0(C) 对 易 . 然而 有 一 例 
外 , 纯 中 性 粒子 (purely neutral particle) ( 即 9==B=Y=0 的 粒子 ) 可 
以 是 (C) 的 本 征 态 . 因为 |la=B=Y=0) 和 UV(0)|g=B=Y=0) 具 
有 相同 的 相 加 性 量子 数 , 即 都 为 零 . 对 于 这 样 的 粒子 ,\5) 式 成 立 ， 
UVC)IN = 0)= hIN= 0)， 和 = 土 1 (9) 


但 是 ,并 不 是 所 有 中 性 粒子 都 有 确定 的 电荷 宇 称 ,它们 的 反 粒 . 


子 不 同 于 其 自身 . 例如 中 子 和 反 中 子 , 虽然 它们 的 几乎 所 有 特征 量 
相同 ,但 它们 的 磁 矩 与 自 旋 分 别 平行 和 反 平行 . 

对 于 有 确定 电荷 字 称 的 中 性 粒子 ,由 于 在 C 变换 下 不 变 , 这 
样 的 粒子 与 其 反 粒 子 完全 没有 区 别 . 例如 光子 ,ww 介子 和 阅 ,它们 
的 电荷 宇 称 ze 可 由 实验 分 析 得 出 . 例如 光子 ,用 矢 势 4 描述 ,由 于 
它 是 电荷 和 电流 产生 的 ,所 以 在 C 变换 下 改变 符号 : 

4、 一 人 (10) 
由 此 可 取 47) 一 一 1 (11) 
而 ww 和 本 通 过 电磁 衰变 为 两 个 光子 : 
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m2y, TT—2y 
因此 ,车 衰变 过 程 中 (CO) 守恒 , 则 它们 必须 有 正 的 C 宇 称 : 
ht)=1, hwW)=1 (12) 
目 电 荷 字 称 来 讨论 衰变 ， 就 要 求 如 是 一 个 好 量子 数 . 如 果 
1(C) 与 哈密 顿 量 对 易 , 则 它 是 守恒 量 , 因 而 je 是 好 量子 数 . 实验 表 
明 , 电 荷 共 思 算 符 0(C) 在 电磁 作用 和 强 作用 中 是 守恒 的 : 
[VCC) ,Ha]=0 (13) 
[rc) ,Ha]=0 (14) 
但 是 ,在 弱 作 用 中 ,VCC) 不 守恒 , 即 
[VCC) ,Ba 天 0 (15) 
实验 指出 ,在 弱 作 用 下 ,CCC) 和 (7) 分 别 不 守恒 , 曾经 出 现 过 电荷 
共 罗 C 和 字 称 P 联合 作用 下 不 变性 的 理论 ,但 1964 年 中 性 K 介 
子 衰变 中 观察 到 CP 破坏 (violation). 
在 量子 场 论 中 ,有 一 个 著名 的 CPT 定理 , 即 电荷 共 匈 0, 字 称 
P 和 时 间 反 转 7 三 种 运算 的 乘积 与 及 对 易 : 
[cr7,H]=0 (16) 
与 0.P.7 的 作用 次 序 无 关 , 换 句 话说 ,在 C、P、7 的 联合 作用 下 ， 
CP7 总 是 守恒 的 . 
既然 弱 作 用 的 中 性 K 介子 衰变 中 观察 到 CP 不 守 便 , 则 根据 
CP7 定理 ,7 也 应 该 不 守恒 ,否则 就 是 CP7 定理 错 了 , 目前 ,多 数 实 
验 支持 CPT 定理 ,这 样 一 来 ,在 K* 介 子 训 变 中 ,时 间 反 转 不 变性 的 
破坏 似乎 已 被 确定 ,而 这 种 破坏 的 原因 仍然 不 清楚 . 但 是 ,尽管 作 
了 巨大 的 努力 ,仍然 没有 在 任何 其 他 系统 中 找到 CP 或 了 破坏 的 
证 据 . 


8$11 同位 旋 空 间 中 的 转动 对 称 性 与 同位 旅 守恒 


1. 电 荷 无 关 性 和 同位 旋 

(DD 电荷 无 关 性 

人 们 早已 熟知 ,质子 (proton7 和 中 子 (neutron)? 除 了 电荷 和 磁 托 
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不 一 样 外 ,两 者 的 质量 极 接近 ,而 自 旋 和 字 称 则 相同 . 同时 ,在 复合 
核 (complex nuclei) 中 ,质子 和 中 子 几乎 起 着 对 称 的 作用 , 核 的 结合 
能 (binding energy) 接 近 正 比 于 质子 数 与 中 子 数 之 和 ,而 对 较 轻 的 
核 ,质子 数 与 中 子 数 几乎 相同 . 特别 是 ,散射 实验 显示 出 质子 - 质 
子 ,中 子 -中 子 ,质子 -中 子 间 强 作用 的 核 力 具有 相同 的 强度 ,这 就 
是 核 力 的 电荷 无 关 性 (charge independence of the nuclear forces). 今 
天 ,电荷 无 关 性 的 实验 证 据 非常 有 力 ,并 且 已 经 知道 ,不 仅 核子 间 
的 强 作用 力 ,而 且 所 有 的 强 子 (hadrons) 作 用 力 都 是 电荷 无 关 的 . 

核 力 的 电荷 无 关 性 导致 了 一 个 新 的 守恒 量子 数 一 同 位 旋 的 
引入 . 同位 施 的 概念 是 海 森 堡 首先 提出 的 , 早 在 1932 年 ,他 就 把 中 
子 和 质子 当 作 一 种 粒子 一 -核子 (ouclson) 的 两 种 电荷 态 来 处 理 ， 
或 者 说 它们 组 成 同位 旋 空间 的 二 重 态 (isodoublet). 如 果 没有 电磁 
作用 ,这 两 种 态 大 概 就 会 有 相同 的 质量 ,但 是 电磁 作用 的 存在 使 得 
它们 的 质量 有 轻微 的 差别 ,x 介子 pions) 发 现 后 , 费 米 又 把 同位 旋 
概念 推广 用 于 介子 ,认为 对 、m\ 玉 组 成 一 组 同位 旋 三 重 态 
(isotriplet). 

(2) 核子 的 同位 旋 

为 了 描述 核子 的 两 种 态 , 引入 抽象 的 同位 旋 空 间 (abstract 
isospace) ,或 电荷 空间 ,并 将 它 与 自 旋 为 亏 的 粒子 的 两 种 自 旋 态 进 
行 类 比 , 在 同位 旋 空 间 中 ,形式 上 引入 一 个 新 的 矢量 一 同位 施 
(siospin) 了 , 它 在 此 空间 中 的 取向 有 27 十 1 种 , 即 它 在 任意 轴 上 的 投 
影 可 取 27 十 1 个 可 能 值 :一 7, 一 [十 1,…,7 一 1,7. 同位 旋 矢 量 工 的 
三 个 分 量 记 为 4, 和 .核子 的 同位 施 在 同位 旋 空 间 里 具有 27 
十 1=2 个 可 能 取向 (分 别 对 应 质子 态 和 中 子 态 ). 可 见 一 去 .我 们 


约定 用 同位 旋 第 三 分 量 来 区 分 质子 和 中 子 :1 一 十 去 的 态 描述 
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质子 ,一 一 去 的 态 描述 中 子 @, 核子 的 同位 旋 态 可 用 猴 喇 克 态 矢 
表示 为 17,1:) ,于 是 同位 施 矢 量 1 及 其 第 三 分 量 的 本 征 方程 为 
BT,1) 一 IC 十 1)17,13) 
Ta |T ,13) 一 5s17,7s》 
式 中 下 标 OP 表示 算 符 ,在 不 致 混 清 的 地 方 可 以 省 略 不 写 . 对 核 
子 , 有 


1 i Ne 
1 去 ; 土 吉 ;二 去 X (到 十 1 到 ,十 序 ) 一 可 | 到 ,土豆 ) 
1 1 eh 
BF 三 豆 | 豆 : 台 ) (质子 (1) 
1 1 TE 1 
及 到 ,一 到 = 一 也 | 一世) (中 子 ) (2) 
核子 的 电荷 算 符 定义 为 
= ea 十 站) (3) 


由 此 可 得 到 质子 电荷 为 ,中 子 电荷 为 零 . 
我 们 也 可 以 象 电子 自 旋 态 的 描述 方法 那样 ,用 二 分 量 函数 来 
描述 核子 更 为 方便 . 我 们 可 以 取 


人 人 


分 别 描述 质子 和 中 子 的 同位 旋 态 . 同位 旋 第 三 分 量 1 选取 为 


met 0 s 
= 30 _1 (5) 


则 容易 得 到 


1 1 
1:9p, 一 BP lp 一 一 FP (6) 


与 (2) 式 等 价 , 即 用 1s 的 本 征 值 土 坟 来 区 分 核子 的 不 同 电荷 态 ( 质 


QD 在 原子 核 物理 学 中 ,经 常 把 同位 旋 叫 做 同 量 异 位 旋 Gisobarie spin), 并 取 中 子 的 
0 一 去, 质 于 的 G 一 一 去. 
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子 态 和 中 子 态 ). 
现在 我 们 来 构造 算 符 , 它 把 质子 变换 为 中 子 , 或 者 相反 . 这 样 
的 变换 在 8 衰变 过 程 中 已 经 出 现 , 显 然 ,如 果 我 们 取 


PR Pa WM hk (7) 
+ 2\00 ~ 2l10 


I+ 9;, = 0, ee 
1_ 9,= 9,， I_-h=0 
由 上 式 可 见 ,T+ 和 和 7- 能 使 核子 的 两 种 状态 互相 转化 . [+ 是 电荷 的 
产生 算 符 , 它 把 核子 从 中 子 态 变换 为 质子 态 ; 三 是 电荷 的 消灭 算 
符 , 它 把 核子 从 质子 态 变换 为 中 子 态 . 
注意 ,I+ 和 I- 是 奇异 的 (singular) 和 非 厄 密 的 ,但 它们 的 如 下 
线性 组 合 则 是 厄 密 的 : 


则 容易 得 到 


(8) 


1/0 1 
net )=3 ER (9) 
. Tk 
hoi )=3( 0 (10) 
多 


〈9) 式 (10) 式 和 (5) 式 与 泡 利 自 旋 矩 阵 相 似 , 容易 证 明 ,m、7、zs 具 
有 与 自 旋 算 符 相 同 的 对 易 关 系 : 
[7,1] = iegl (11) 

《3) 介子 的 同位 旋 

对 于 介子 ,有 + m、z 三 种 ,它们 的 质量 几乎 相等 ,许多 性 
质 相同 ,但 具有 不 同 的 电荷 ,也 可 以 把 它们 看 作 是 一 种 粒子 的 三 种 
不 同 的 电荷 状态 . 故 同位 旋 矢 量 了 在 抽象 的 三 维 同位 旋 空间 的 取 
向 有 3 个 可 能 值 , 即 27 十 1=3, 于 是 得 到 7T=1,7s=1,0, 一 1 如 x 
介子 的 同位 旋 态 用 |7,7;) 表 示 , 则 74 的 本 征 方程 为 


Ts11,1) 二 |1,1)〉 (rt 介子 ) (12) 
Ts11,0〉 一 0 (wD 介子) (13) 
Ts1, 一 1) = 一 11, 一 1》 (rr 介子) (14) 


x 介子 的 电荷 算 符 为 
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Q = eT;s (15) 
如 果 我 们 用 三 分 量 的 函数 来 描述 + 介子 的 态 , 则 可 取 
1 0 0 
0 
0 0 1 
分 别 表示 太 ` 允 和 于 介子 .引进 二 介子 的 电荷 产生 与 电荷 消灭 算 


p+ 二 ， qo 一 ， 9- 一 (16) 


符 
0 1 0 0 0 0 
T+= ' 0 中 T-=|1 0 0 (17) 
0 0 0 0 1 0 
容易 证 明 : 
T+ p+= 0, T+po= +» | (18) 
T- p+= po, T-p=9-, T-9-=0 
由 ?+ 和 了 -的 组 合 可 得 到 厄 密 算 符 
0 1 0 
-万 0 中- 帮 | 0 | (19) 
0 1 0 
_ 0 —i 下 
a a 
Te »- 帮 | | (20) 
f 0 0 
2 一 ?42_ 一 ?74 一 |0 0 0 (21) 
0 0 一 1 
显然 有 
Tsp+= p+ Tspo = 0， Tsp-=-p- (22) 


它 与 (12)、(13)、(14) 诸 式 一 致 , 即 用 同位 旋 第 三 分 量 来 区 分 x 介 
子 的 不 同 电荷 状态 (rt \. ro、r). 
(4) 体系 的 同位 旋 
对 于 核子 -核子 体系 ,总 同位 旋 工 为 
I=1I®+1I® (23) 
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由 于 Jo 一 zo 一 去 , 象 两 个 自 旋 角 动量 硝 合 的 性 质 一 样 ,7 一 1 或 
0. 对 于 7=1,s 二 1,0, 一 1, 因 而 有 同位 旋 三 重 态 ,对 于 7=0,1s= 
0, 因 而 是 同位 施 单 态 . 
对 于 核子 -介子 体系 ,其 同位 旋 性 质 亦 由 总 同位 旋 
和 一 工 十 了 (24) 
及 其 第 三 分 量 表征 . 总 同位 旋 的 性 质 与 两 个 角 动量 确 合 的 总 角 
动量 的 性 质 相似 ,同样 可 获得 各 组 同位 旋 多 重 态 . 
2. 同 位 施 不 变性 与 同位 施 守恒 
上 面 我 们 看 到 ,由 于 同位 旋 的 引入 ,可 以 把 中 子 和 质子 作为 一 
种 粒子 的 两 个 态 来 描述 . 电荷 无 关 性 表明 , 强 作用 力 不 能 区 别 质子 
和 中 子 ,因而 , 仅 存在 强 作 用 时 ,同位 旋 矢量 7 可 指向 任意 方向 ( 同 
位 旋 空 间 各 向 同性 ); 换 名 话说 ,存在 着 同位 旋 空 间 的 旋转 不 变性 ， 
即 绕 任 意 方向 转动 下 体系 不 变 ,可 表示 为 
[H,I]=0 (25) 
由 此 可 见 ,同位 旋 是 守恒 的 . 因为 仅仅 存在 五, 具有 不 同 4 值 的 
27 十 1 个 态 是 简 并 的 ,它们 具有 相同 的 能 量 (质量 ). 因此 ,如 果 只 
存在 强 作用 ,中 子 和 质子 就 会 有 相同 的 质量 . 电磁 作用 破坏 了 同位 
旋 的 各 向 同性 ,这 种 对 称 性 的 破坏 意味 着 
[H+ Ha, 10 (26) 
但 是 ,即使 8 存在 , 电 检 也 总 是 守恒 的 


[Hi+ Ho, 9]=0 (27) 
其 中 @ 是 电荷 算 符 , 注意 到 (3) 式 , 则 由 上 式 得 到 
[zz 十 有 7 一 0 (28) 


因此 ,即使 在 电磁 作用 存在 时 ,同位 旋 第 三 分 量 仍然 守 便 , 即 绕 第 
三 轴 转 动 下 体系 仍然 不 变 . 这 与 普通 三 维 各 向 同性 空间 中 角 动 量 
了 守恒 
[Ho,7] =0 
但 外 磁场 破坏 了 各 向 同性 
[Hot+ Hwy, 7A 0 
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而 仍然 保持 绕 z 轴 转动 的 不 变性 
[Ho Hew, J3]=0 
的 情形 相 类 似 . 

电荷 无 关 性 不 仅 对 核子 ,而 且 对 所 有 强 子 都 成 立 , 因 而 所 有 强 
子 都 具有 同位 旋 不 变性 (iscspin invariance) 和 同位 旋 守 恒定 律 . 

上 面 我 们 看 到 ,在 强 作 用 下 ,同位 旋 不 变性 和 同位 旋 守 恒定 律 
成 立 ,但 是 ,电磁 作用 破坏 了 这 种 对 称 性 ,使 之 成 为 近似 的 对 称 性 ， 
可 称 为 破 缺 对 称 性 . 相反 地 ,连续 时 空 变换 对 称 ( 相 应 于 能 量 、 动 
量 、 角 动量 守恒 ) 和 全 同 粒子 的 交换 对 称 性 (相应 于 玻 色 - 爱 因 斯 坦 
统计 和 费 米 - 狄 喇 克 统计 ), 则 称 为 严格 对 称 性 ,因为 它们 是 在 任何 
情况 下 普遍 存在 的 对 称 性 . 


§ 12 能 级 简 并 与 对 称 性 的 关系 


以 上 我 们 讨论 了 守恒 定律 与 对 称 性 的 深刻 联系 , 从 本 节 开 始 ， 
我 们 将 讨论 对 称 性 的 另 一 重要 的 结果 , 即 体系 能 级 简 并 与 体系 对 
称 性 的 关系 . 
1. 关 于 能 级 简 并 的 定理 
设 体 系 在 对 称 性 变换 8 之 下 具有 不 变性 , 即 
[H,0]=0 (1) 
若是 五 的 本 征 态 
Hy= Ey (2) 
则 由 (1) 式 有 
Ho = QHy = QEy = EQy (3) 
可 见 % 和 @ 都 是 五 属于 能 量 为 8 的 本 征 态 .于 是 ,有 两 种 可 能 : 
(1) 若 lf 与 $ 表 示 同 一 状态 , 即 8 三思 , 也 就 是 说 ,不 仅 是 
五 的 本 征 态 ,同时 又 是 8 的 本 征 态 , 则 能 级 不 简 并 (nondegenerate 
or ho degeneracy ). 
(2) 若 @y 与 » 表 示 不 同 的 状态 , 即 它们 彼此 线性 无 关 , 则 能 
级 是 简 并 的 (degenerate). 
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关于 判断 一 个 体系 的 能 级 是 否 简 并 ,量子 力学 中 有 一 条 定理 : 

设 一 个 体系 有 两 个 彼此 不 对 易 的 守恒 量 了 和 9, 即 [五 , 太 一 
0,[H,G]=0, 但 [7,GJ] 关 0, 则 一 般 说 来 (个别 特殊 的 态 除外 ) ,体系 
的 能 级 是 简 并 的 .证 明 如 下 :由 于 [ 互 ,7]=0,H,F 有 共同 本 征 态 ， 
即 有 

Hy= Ey (4) 
Fy= PF'y (5) 
又 由 [H,G]=0, 有 
HOoy = GHY = GEYy = BG% (6) 
将 (4) 式 与 (6) 式 对 比 (2) 式 与 (3) 式 可 看 出 ,Gy 和 都 是 万 的 本 征 
态 , 具 有 相同 的 能 量 8. 下 面 进一步 证 明 Gy 和 ?并 不 表示 同一 量 
子 态 .因而 出 现 能 级 简 并 . 事实 上 ,由 于 [F,G] 取 0, 所 以 ,除了 满足 
Gy 二 Py 二 0 的 特殊 态 之 外 ,一 般 说 来 
FGY GFPY = GF'Y = FP'GY 
即 PC(Gy) 尖 FP'(Gy), 可 见 Gy 不 是 7 属于 本 征 值 FP' 的 本 征 态 , 而 上 
面 已 证 明 风 是 属于 本 征 值 Pr 的 本 征 态 ( 见 (5) 式 ), 由 此 得 出 结 
论 ,% 和 Gy 不 是 同一 个 态 , 即 9y 和 是 彼此 独立 的 ,但 已 证 明 cy 
和 % 是 互 属 于 同一 能 量 的 本 征 态 , 所 以 体系 能 级 至 少 是 两 重 简 并 
的 . 

可 以 证 明 , 一 维 束缚 定 态 能 级 总 是 不 简 并 的 . 例如 谐振 子 势 和 
对 称 方 势 阱 中 运动 的 粒子 ,由 于 具有 左右 对 称 性 , 字 称 是 守恒 量 ， 
但 找 不 到 与 字 称 不 对 易 的 守恒 量 , 即 不 存在 两 个 彼此 不 对 易 的 守 
恒 量 , 故 能 级 是 不 简 并 的 . 

对 于 中 心 场 中 的 粒子 ,由 于 势 具有 球 对 称 性 , 角 动 量 三 个 分 量 
都 是 守 便 量 , 但 它们 三 者 彼此 不 对 易 , 因 而 除 :=0 外 ,能 级 总 是 简 
并 的 .事实 上 , 简 并 度 为 2 十 1 

由 上 面 讨论 可 知 , 体 系 能 级 简 并 总 是 与 体系 的 某 种 对 称 性 有 
关 , 但 对 称 性 并 不 一 定 导 至 简 并 . 

2. 对 称 性 群 与 简 并 

现在 我 们 从 群 论 的 观点 来 讨论 简 并 问题 . 
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让 我 们 考 嘎 哈密 顿 算 符 的 本 征 方程 
HIS) = 4|8) (7) 
(也 可 以 更 一 般 地 考虑 可 观察 量 4). 假定 体系 具有 某 种 对 称 性 ,对 
称 性 群 记 为 C= {go,91,… ,gs，"…}. 体系 的 不 变性 意味 营 在 希 尔 伯 
特 空间 中 存在 么 正 算 符 Do) , 它 是 群 元 素 9 在 希 尔 伯 特 空间 的 
表示 式 , 它 使 态 矢量 允 和 算 符 4 作 如 下 变换 : 


19) >|9) =U(a) 19) (3) 


4 全 4 =U(a) 0+ (a) (9) 
由 于 体系 具有 对 称 性 ,一 般 说 来 ,问题 (7) 式 的 本 征 值 是 简 并 的 .如 
果 简 并 度 为 了 , 则 态 矢 16), |0,) ,……, |0,) 都 属于 相同 的 能 量 
4, 妈 
HIG) = 240 二 12 (10) 
这 些 矢量 组 成 就 本 征 值 * 而 言 的 完全 集 (complete set). 这 是 因为 
五 是 厄 密 的 ,本 征 态 矢 可 以 正 交 归 一 化 ,而 在 有 限 维 的 空间 中 , 正 
交 归 一 性 就 意味 着 完全 性 (completeness), 于 是 ,这 些 简 并 的 本 征 矢 
县 12x) 张 开 一 个 希 尔 伯 特 空间 的 子 空间 , 子 空间 的 维 数 是 了 维 的 . 
任何 属于 给 定 五 的 本 征 值 和 的 态 都 可 表 为 19,) 的 线性 组 合 ( 一 
1,2,°,f), 
由 于 体系 具有 对 称 性 ,五 在 对 称 性 群 G 下 是 不 变 的 可 观察 算 
符 , 即 


[Co) ,再 一 0 (11) 
将 U(q) 作 用 于 (10) 式 ,利用 (11) 式 便 得 
HU(a) |®) = 4U (a) | )) (12) 


于 是 我 们 看 到 ,UV(a) | 思 > 与 19 都 是 具有 相同 的 能 量 本 征 值 * 的 
薛 定 谓 方程 的 解 . 考 虚 到 19) 的 完全 性 ,我 人 有 
UD ID,) = 六 pm | (13) 


式 中 Dw 是 展开 系数 . 这 就 是 说 ,在 对 称 性 群 G 的 元 兹 9。 变换 下 ， 
完全 集 {19x?} 中 的 元 素 在 它们 自身 之 间作 线性 变换 . 这 样 一 来 ,五 
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的 不 同 的 可 能 本 征 值 4 确定 希 尔 伯 特 空间 的 各 个 不 变 于 空间 .每 
一 个 子 空间 i 由 五 属于 给 定 本 征 值 4 的 线性 独立 的 、 正 交 的 本 
征 矢 所 张 开 . 
下 面 我 们 来 证 明 , {D(a)} 构 成 对 称 性 群 4 的 一 个 了 维 表示 . 
我 们 考虑 另 一 群 元 素 1, 三 gr。, 则 由 (13) 式 有 
f 
UID) = > DA(7)12u》 (14) 
jl 
式 中 Da()) 是 另 一 组 系数 . 另 一 方面 ,对 (13) 式 作 变 换 gs( 这 实质 
上 是 对 体系 先 施行 w 变换 ,继而 施行 gs 变换 ), 并 重复 利用 (13) 
式 , 得 
了 了 
DCp)UCa)10》 一 0Cp) 2 Dw) [20 


f 
= 2 VV) 16,) 


省 
= >)DAA(o) Don E29 
= DoDD 0 (15) 
1 和 1 
如 果 把 产 个 数 Ds《 其 中 a,5==1,2,…,f) 看 作 是 fXf 矩阵 的 元 
案 , 则 上 式 可 重 写 成 


UU TDG) = Beppe (16) 


因为 集合 {0 (a)} 是 群 G 在 全 希 尔 伯 特 空间 的 表示 , 故 UY) =U 
《pV(a), 即 (14) 式 和 (16) 式 左边 相等 ,因而 两 式 右 边 也 相等 , 故 
DiaCy) = [DOB)D a) J (17) 
写成 矩阵 形式 为 
Dy) = DCP)D(a) (18) 
由 于 9,=gpg, 是 群 元 素 的 组 合 律 , 故 上 式 表明 , fXf 矩阵 的 集合 
{D(o) } 构 成 对 称 性 群 的 一 个 了 维 表 示 ， 即 希 尔 伯 特 空间 的 不 变 子 
空间 {106)} 荷 载 (carry ) 对 称 性 群 的 一 个 表示 ,此 表示 的 元 京 是 了 
维 甜 阵 DCa) ,DC8),… ,其 矩阵 元 由 (13) 式 确定 ,例如 
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DiaCa) = (DU (DD) (19) 
容易 证 明 , 这 个 表示 是 么 正 的 , 即 是 每 一 个 矩阵 7(a) 都 是 么 
正 矩 阵 . 由 正 交 性 关系 


(B48) 一 大 (20) 
出 发 ,考虑 到 通过 变换 ", 应 不 改变 物理 体系 的 本 质 , 因 而 必 有 
UDP VD) = (21) 


将 (13) 式 代入 上 式 得 
6 = 2) Da Ds Dis (oD) 
[Le 


= >) Di (ID Co) (Ds Dy) 
LN 


= OVD 
Er 
一 > (DAA(o)Dw (Co) 
» 
= >) D0) D0) 
中 
=[D+ (ao)DCoO]w， (22) 
于 是 得 到 
D+ (Da) 一 忆 (23) 


又 因为 D(a) 是 有 限 维 的 ,所 以 D(a) 就 是 么 正 矩 阵 . 
从 上 面 的 讨论 我 们 可 以 得 出 结论 ,对 称 性 的 重要 性 反映 在 能 
量 的 本 征 态 可 以 按照 对 称 性 群 不 可 约 表 示 来 分 类 (label or 
classification) ,标志 不 可 约 表示 的 指标 可 以 作为 描述 体系 状态 的 好 
量子 数 ; 而 研究 不 可 约 表 示 的 维 数 对 于 研究 体系 能 级 简 并 度 是 很 
有 用 的 ,因为 能 级 简 并 度 等 于 不 可 约 表示 的 维 数 . 
一 个 特殊 情形 ,就 是 对 于 属于 对 称 性 群 G 的 全 部 变换 g,, 存 在 
U(D ID) = el), c= const. (24) 
即 18;) 不 仅 是 互 属于 能 量 本 征 值 2 的 本 征 矢 ,同时 还 是 相应 的 守 
恒 量 VCa) (或 其 无 穷 小 算 符 ) 的 本 征 矢 , 这 时 U(a) 1B) 和 |@) 表 示 
同一 个 状态 ,于 是 能 级 不 是 简 并 的 . (24) 式 就 是 (13) 式 =1 的 特 
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殊 情 形 ,因而 构成 一 维 不 变 子 空间 ,荷载 对 称 性 群 的 一 维 表 示 . 
为 阿 贝尔 群 的 所 有 不 可 约 表 示 都 是 一 维 的 ,所 以 ,体系 的 对 称 性 群 
是 阿 贝尔 群 时 ,能 级 是 不 简 并 的 . 
例如 一 维 谐振 子 
H=— 


五 对 空间 反射 是 对 称 的 , 即 

[H,0(DJ=0 
已 知 空间 反射 群 是 阿 贝 尔 群 , (24) 式 成 立 , 即 万 的 本 征 矢 也 是 0 
(D 的 本 征 矢 , 故 一 维 谐振 子 的 能 级 是 不 简 并 的 . 

如 果 存 在 变换 go。, 使 得 (24) 式 不 成 立 , 这 是 一 般 情形 ,0 (a) | 
0) 与 1@) 满 足 (13) 式 ,因此 ,VCa)15) 与 15) 是 不 同 的 ,这 便 是 能 
级 简 并 的 情形 . 

为 了 简化 记号 ,我 们 将 (13) 式 写成 


是 
1(a) | 名 ) 一 > Du(a) 1®,) (25) 
=1 


本 征 矢 的 集合 {1@)} (其 中 ;==1,2,…, 了 ) 中 全 部 成 员 都 属于 五 的 
相同 本 征 值 4, 它 们 张 开 一 个 表示 . 为 了 区 分 属于 五 的 不 同 本 征 
值 的 本 征 矢 张 开 的 不 同 表示 ,我 们 在 上 式 中 各 有 关 的 量 加 上 上 标 ， 
例如 对 于 特定 的 表示 ,我 们 写成 


f° 


La 


1 
pe 


UW op) = DP Ig) (26) 
b= 
其 中 集合 {19P)} Gi=1,2,…,f%) 张 开 表示 名 的 空间 ,表示 
多 0 由 矩阵 集合 组 成 : 
DH = {D0),%, DO) DC) (27) 


每 一 个 矩阵 D9《q) 是 中 维 的 , 它 的 矩阵 元 是 DB (o). 表 示 2w 
属于 五 的 某 一 确定 的 本 征 值 4%. 
基本 方程 (26) 式 常常 解释 为 124?) 按 不 可 约 家 示 多 中 的 第 
行 变换 . 
3. 真 实 简 并 和 偶然 简 并 
《13) 式 关于 群 8 的 表示 可 能 是 不 可 约 的 (irreducible) ,也 可 能 
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是 可 约 的 (reducible). 如 果 是 可 约 的 , 则 不 变 子 空间 m(C27 可 以 进 
一 步 约 化 为 两 个 或 更 多 个 不 变 子 空间 . 

m(%) = mV 十 me 二 (28) 
例如 氢 原 子 属 于 能 量 已 的 ?个 本 征 矢 Bn 就 构成 旋转 群 50s 的 可 
约 表示 ,因为 我 们 可 以 把 它们 所 张 的 不 变 空间 分 解 为 如 下 的 不 变 
子 空间 : 

mB) = mi 二 mo? 二 me (29) 
式 中 右边 各 项 上 标 代 表 角 量子 数 ! 的 数值 . mo 是 由 球 函 数 zu 张 
成 的 2! 十 1 维 不 变 子 空间 , 它 物 成 0, 的 不 可 约 表示 


UCSOD Ym = >) DT (30) 


a =~! 


构成 这 个 不 可 约 表 示 的 本 征 矢 自然 仍 属于 能 级 如 . 可 见 ,构成 同 
一 不 可 约 表示 的 本 征 矢 总 是 属于 同一 能 级 的 . 

属于 不 同 的 不 可 约 表示 的 本 征 矢 ,它们 的 能 量 是 否 相 等 呢 ? 设 
18.) 和 12,) 属 于 对 称 变 换 G 的 不 同 的 不 可 约 表示 , 如 果 G 包括 了 
吾 的 所 有 对 称 变换 ,就 不 存在 其 他 对 称 变换 (也 就 是 除了 UV(o) 外 ， 
不 再 有 其 他 算 符 与 号 对 易 ? 可 以 把 j@& 和 |1g? 互 相 变换 ,使 它们 
同时 满足 同一 个 (12) 式 和 (13) 式 ,因此 ,属于 不 同 的 不 可 约 表示 的 
本 征 矢 ,它们 的 能 量 是 不 相等 的 . 例如 一 般 圈 力 场 (库仑 场 除外 》 
中 ,不 同 ! 的 本 征 矢 属于 旋转 群 50 的 不 同 的 不 可 约 表示 ,因此 ， 
不 同 1 的 本 征 条 其 能 量 不 同 . 这 时 ,能 级 简 并 度 为 2 十 1. 这 种 由 已 
知 的 对 称 性 引起 的 能 级 简 并 叫做 “正常 简 并 ”(normal degeneracy) 
或 真实 简 并 (genuine degeneracy or essential degeneracy). 

如 果 对 称 变换 8 没有 包括 体系 ( 互 ) 的 全 部 对 称 性 ( 即 除 UCa) 
外 ,还 有 其 他 算 符 与 了 对 易 ), 则 新 的 ( 即 未 被 考虑 的 ) 对 称 性 变 
换 就 可 能 把 属于 UCa) 的 两 个 不 同 的 不 可 约 表 示 的 本 征 矢 |9.》 
和 |go)? 相 互 变换 ,使 | 名) 和 1g.? 可 能 同时 满足 同一 关系 (12) 式 ， 
从 而 不 同 的 不 可 约 表 示 的 本 征 矢 就 可 能 属于 同一 能 级 ,这 样 能 级 
简 并 度 就 增加 了 . 这 种 不 是 由 于 已 知 的 对 称 性 引起 的 简 并 , 称 为 
“偶然 简 并 ”(accidental degeneracy). 这 时 原来 的 对 称 变换 群 9 的 不 
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同 的 不 可 约 表 示 的 直 和 组 成 一 可 约 表示 . 这 就 是 可 约 表示 的 本 征 
矢 有 可 能 属于 同一 能 级 的 情形 . 偶然 简 并 的 出 现 , 是 由 于 体系 存在 
一 个 比 所 考虑 的 对 称 性 群 更 大 的 对 称 性 群 (larger symmetry 
Broup). 

例如 , 氢 原 子 的 哈密 顿 量 在 三 维 转动 群 (three-dimensional 
roration group)SOs 下 是 不 变 的 ,应 该 预期 每 一 简 并 能 级 属于 旋转 
群 的 不 同 表 示 , 因 而 具有 相同 的 角 量 子 数 1, 即 简 并 度 为 2 十 1( 即 
“mm” 简 并 ). 然而 ,情况 并 非 这 样 , 一 组 具有 不 同 1 的 简 并 态 也 具有 
相同 的 能 量 ,这 就 出 现 了 能 级 对 “2 的 简 并 , 即 偶然 简 并 . 这 种 偶然 
简 并 出 现 的 理由 是 体系 存在 比 Sos 更 大 的 对 称 性 群 50, 群 , 即 四 
维 旋转 群 (four-dimensional rotation group) ,在 S04 下 如是 不 变 的 . 
因此 ,能 级 的 简 并 应 由 这 个 更 大 的 SO, 群 来 说 明 . 一 般 而 言 ,如 果 
这 个 更 大 的 群 已 经 包括 了 体系 的 全 部 对 称 性 , 则 无 所 谓 “ 偶 然 ” 简 
并 ,全 部 都 是 真实 简 并 了 . 三 维 各 向 同性 谐振 子 对 80s 对 称 性 而 言 
也 是 偶然 简 并 , 更 大 的 对 称 性 群 是 Sv 群 . 

总 之 ,由 于 体系 存在 某 种 对 称 性 ,在 对 称 性 群 G 下 ,体系 的 也 
是 不 变 的 , 即 [五 ,0(o)]=0, 同 时 变换 态 (Ca)|@) 与 | 名) 之 间 由 
〈13) 式 联系 ,其 中 {D(o)} 构 成 对 称 性 群 6 的 一 个 了 维 表示 , 这 个 
表示 一 般 说 来 是 不 可 约 的 ,但 也 可 能 出 现 可 约 的 情况 . 如 该 对 称 性 
群 概括 了 体系 (五 ) 的 全 部 对 称 性 , 则 表示 是 不 可 约 的 ,这 时 能 级 出 
现 真实 简 并 , 简 并 度 为 f( 当 对 称 性 群 是 阿 贝 尔 群 时 ,f=1, 即 能 级 
不 简 并 ). 反 之 ,如 果 所 考虑 的 对 称 性 群 没有 概括 体系 的 全 部 对 称 
性 , 则 将 出 现 可 约 的 情况 ,这 时 能 级 将 附加 出 现 “ 侦 然 简 并 ”. 所 谓 
“偶然 简 并 ”, 是 指 所 选用 的 对 称 性 群 并 未 完全 地 反映 体系 的 对 称 
性 ,而 我 们 之 所 以 讨论 这 种 对 称 性 群 可 能 有 两 个 原因 ,一 是 体系 的 
全 部 对 称 性 不 是 那样 明显 ,在 历史 上 一 段 时 间 内 尚未 被 人 们 认识 
到 ! 另 一 种 可 能 是 我 们 所 选用 的 对 称 性 群 虽 未 概括 体系 的 全 部 对 
称 性 ,但 它 所 对 应 的 守恒 量 是 物理 上 常用 的 重要 的 力学 量 , 所 以 人 
们 还 是 习惯 采用 它 来 分 析 问 题 . 

261 


$13 所 原子 的 动力 学 对 称 性 


1. 开 普 勒 问题 
上 节 曾 经 指出 , 对称 性 群 50, 没有 概括 氢 原 子 的 全 部 对 称 
性 , 因而 能 级 简 并 度 不 是 一 般 中心 势 所 应 有 的 简 并 度 2+1， 而 
是 对 之 2 十 1, 其 中 出 现 了 所 谓 偶 然 简 并 . 本 节 专 题 讨 论 氢 诛 子 能 
级 简 并 与 动力 学 对 称 性 (dynamical symmetry) 的 关系 ， 
人 们 熟知 ,中 心力 场 ( 连 力 场 ) 的 势 为 
Vlr) = V(r) (1) 
具有 球 对 称 性 (spherical symmetry). 库仑 (Coulomb) 场 是 特殊 的 中 
心力 场 ,因为 势 与 离开 中 心 距离 7 的 依 束 关系 是 特殊 而 简单 的 反 
比例 关系 : 
Vr) = 一 至 (2) 
由 于 库仑 相互 作用 的 这 种 特殊 形式 ,使 得 粒子 在 库仑 场 中 运 
动 时 出 现 一 般 中 心力 场所 没有 的 新 性 质 . 例如 在 经 典 力学 中 , 圈 力 
场 只 能 保证 质点 的 轨道 是 平面 曲线 (平面 通过 力 心 ,法 线 方向 与 角 
动量 工 的 方向 相同 ), 并 不 能 保证 轨道 为 一 闭合 曲线 , 但 在 开 普 勒 
(Kepler) 问题 中 ,行星 绕 太 阳 运 行 的 轨道 是 一 闭合 曲线 (椭圆 ， 
ellipse). 因此 , 除 能 量 和 角 动 量 是 守恒 量 之 外 ,还 出 现 新 的 守 便 量 ， 
即 所 谓 龙 奇 一 楞 效 矢 量 (Runge-Lenz vector) 


且 一 工 p X 工 一 1 工 (3) 
pk 了 
其 中 k=GME ad 地 ,及 满足 
一 一 0 (4) 


R.:L=0 (5) 
因此 可 用 RR 来 确定 椭圆 长 轴 的 指向 ,使 长 轴 不 发 生 进 动 
(precession) ,从 而 保证 轨道 的 闭合 性 . 
与 经 典 的 开 普 勒 问题 相似 ,在 和 氧 原子 问题 中 ,我 们 将 会 看 到 ， 
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Runge-Lenz 矢量 的 三 个 分 量 也 是 新 的 守恒 量 ,而 且 能 级 出 现 了 比 
一 般 中 心力 场 更 大 的 简 并 度 . 我 们 把 团 力 场 的 球 对 称 性 称 为 几何 
对 称 性 (geometrical. symmetry ) 或 时 空 对 称 人 性 (space- time 
symmetry ) ,而 与 库仑 相互 作用 相 联系 的 对 称 性 称 为 动力 学 对 称 
性 . 
2. SO: 群 与 S0, 群 
由 于 连 力 场 具 有 旋转 对 称 性 ,体系 的 角 动 量 守恒 , 即 
[LH]=0, i=zy,z } 
[2,H]=0 
Ls,L 之 间 满 足 如 下 对 易 关 系 : 
[Ls] = Weyl jbl = zy (7) 
它们 构成 一 个 封闭 的 代数 (closed algsbra) ,所 以 产生 一 个 李 群 ,这 
个 李 群 就 是 三 维 空间 的 转动 群 80* 群 . 因为 SO, 群 的 无 穷 小 算 符 
或 生成 元 的 “ 李 有 乘积 ”与 (7) 式 完全 一 样 ,所 以 , 角 动 量 算 符 的 三 个 
分 量 环 ,Z,z2 可 取 为 50, 群 的 无 穷 小 算 符 . 因 此 ,具有 球 对 称 性 的 
体系 ,其 对 称 性 群 是 S0* 群 ?反之 ,SOs 群 可 描述 束缚 在 中 心力 场 
中 运动 的 粒子 的 对 称 性 . 

SO, 群 的 不 可 约 表示 的 维 数 为 2 十 1, 故 能 级 简 并 度 为 2 十 ] 
(相应 于 娟 一 定 ,L 取 各 种 可 能 值 的 数目 ). 不 同 i 的 本 征 矢 属 于 
SOs 群 不 同 的 不 可 约 表示 ,因而 不 同 i 的 本 征 矢 的 能 量 不 同 . 

对 于 库仑 场 ,例如 氢 原 子 , 其 能 级 简 并 度 2 之 21 十 1, 这 意 昧 着 
库仑 场 比 一 般 中 心力 场 的 对 称 性 更 高 . 因此 ,SO 群 未 能 概括 氢 原 
子 的 全 部 对 称 性 ,实际 上 , 它 只 反映 了 氢 原 子 的 几何 对 称 性 , 可 以 
期 望 , 摘 述 氢 原 子 体系 的 对 称 性 群 应 该 是 包括 SOs 群 作为 其 子 群 
并 能 完全 地 反映 体系 全 部 对 称 性 的 更 大 的 群 . 显然 ,这 样 的 群 应 该 
能 反映 库仑 相互 作用 的 特殊 对 称 性 . 现在 我 们 就 来 寻找 这 样 的 群 . 

在 由 经 典 力学 向 量子 力学 过 渡 时 ,为 了 保证 厄 密 性 ,我 们 重新 
定义 Lenz 矢量 为 


证 二 xL—Lx Da (8) 
到 省 全 四 2 


(6) 
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利用 r 与 ?之 间 的 对 易 关 系 , 经 过 计算 可 得 


[RB,H] = 0, i= 2z,y,z (9) 
L:R=R-:L=0 (10) 
Br (+ + UD 


(9) 式 表明 ,在 氢 原 子 问题 中 ,除了 角 动 量 工 的 三 个 分 量 是 守 
恒 量 外 ,Lenz 矢量 及 的 三 个 分 量 也 是 守恒 量 . 

泡 利 把 R 的 三 个 分 量 也 看 作 是 某 一 无 穷 小 变换 的 生成 元 , 正 
如 把 工 的 三 个 分 量 看 作 是 无 穷 小 转动 的 生成 元 一 样 .这 样 , 我 们 
就 要 寻找 六 个 生成 元 一 和 RGi=z,9, 罗 的 代数 关系 , 即 15 个 对 易 
关系 式 . 工 的 三 个 分 量 的 对 应 关系 是 已 知 的 , 即 (7) 式 . 利用 角 动量 
算 符 与 sr 的 对 易 式 及 [ 工 , 荆 ] 一 0, 经 过 计算 可 得 

[28;, 5] = emR, jk,l= 1,y,2 (12) 
[By 了 ] 一 一 丰 2P， jyk,l = zy31 2 (13) 


可 见 , 工 各 及 的 六 个 分 量 不 构成 封闭 的 代数 ,因为 虽然 (7) 式 和 
(12) 式 仅 包含 工 和 R 本身 ,但 (13) 式 则 出 现 了 工 ,R 六 个 分 量 以 
外 的 算 符 五 . 幸运 的 是 ,是 运动 常数 ,与 工 ,R 均 对 易 , 如 果 我 们 
限于 希 尔 伯 特 空间 中 具有 确定 能 量 的 不 变 子 空间 来 讨论 问题 ， 
则 互 可 用 五 代替 .对 于 东 缚 态 ,B<0, 可 把 (13) 式 中 因子 (一 互 ) 引 
入 新 算 符 R' 中 : 


B= (一 东 )72 (14) 
于 是 ,容易 得 到 
[LL] = ifewl, (7) 
[B;, LI] = MexR, jk = 29,2 (15) 
[B,B] = el (16) 


由 以 上 诸 式 可 以 看 出 ,IL,R' 的 六 个 分 量 构 成 封闭 的 李 代 数 ,因此 ， 
Zr,D, 玉 ,而 ,五 是 李 群 的 无 穷 小 算 符 . 
由 群 论 知道 ,50, 群 的 无 穷 小 算 符 的 李 代数 与 (7)、(15)、(16) 
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诸 式 完全 一 样 , 所 以 ,三 , 态 , 疡 ,及 , 古 , 素 便 可 看 作 是 80, 群 的 无 穷 
小 算 符 , 氢 原子 的 对 称 性 群 是 S04 群 . 

又 由 (7) 式 可 知 ,上 的 三 个 分 量 构成 封闭 的 李 代数 ,它们 是 S0， 
群 的 无 穷 小 算 符 ,所 以 504 群 包含 80, 群 作为 其 于 群 . 换 句 话说 ， 
库 仓 相互 作用 的 动力 学 对 称 性 包括 了 几何 对 称 性 在 内 ,V(r) ~ 


的 特殊 形式 使 库仑 场 比 一 般 中 心力 场 具有 更 高 的 对 称 性 ,这 就 是 
和 毛 原 子 能 级 简 并 度 大 于 中 心力 场 中 粒子 能 级 简 并 度 的 原因 . 

从 上 面 的 讨论 可 得 出 结论 ,SO4 群 可 描述 氢 原 子 的 动力 学 对 
称 性 ,这 时 全 部 简 并 都 是 真实 简 并 . 所 谓 “偶然 简 并 ”的 出 现 ,是 由 
于 我 们 所 选用 的 对 称 性 群 并 未 完全 反映 体系 的 对 称 性 ,例如 我 们 
用 转动 群 80s 的 不 可 约 表示 来 讨论 氢 原 子 时 就 会 出 现 这 种 偶然 简 
并 的 情况 . S0* 群 虽 未 概括 氢 原 子 的 全 部 对 称 性 ,但 它 所 对 应 的 村 
恒 量 角 动 量 是 物理 上 常用 的 重要 的 力学 量 ,所 以 人 们 还 是 习惯 采 
用 它 来 分 析 间 题 . 

3. 氨 原子 能 量 公 式 

利用 S04 群 的 李 代数 (7)、(15)、(16) 诸 式 及 Runge-Lenz 矢量 
的 定义 和 性 质 (8)、(9)、(10)、(11) 诸 式 , 可 以 用 纯 代 数 的 方法 计算 
氢 原 子 的 能 量 公式 , 1926 年 泡 利 首创 这 种 方法 ,与 薛 定 谓 同 时 地 ， 
各 自 独立 地 得 出 了 氢 原 子 能 量 公 式 , 而 薛 定 谓 是 从 波动 方程 出 发 
处 理 问题 的 ,是 今天 人 所 共 知 的 解 微分 方程 的 方法 . 

我 们 定义 两 个 量 


工 = 瑟 开 十 R) (17) 


M = 去 工 一 ) (18) 


由 于 工 与 R' 分 别 与 五 对 易 ,容易 得 到 
[I,H]=0 (19) 
[M,H]=0 (20) 
故 I 和 M 也 是 守恒 量 .利用 (7)、(15)、(16) 诸 式 可 以 证 明 
[1,1] 一 seo (21) 
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Da] = iamadi (22) 
[Da 一 0 (23) 
(21) 式 、(22) 式 与 角 动 量 算 符 的 对 易 关系 (7) 式 完全 相同 ,可 
见 ,I.M 的 分 量 各 自 构成 80 群 的 李 代数 , 因此 ,它们 的 本 征 值 就 
象 角 动 量 的 本 征 值 的 表 式 一 样 : 
T? = i(i 十 1) 六 
M? = mm 十 1) 丰 ， 
因为 S04 群 的 秩 为 2, 故 有 两 个 卡 塞 米 尔 算 符 ( 它 必须 与 50。 
群 的 所 有 无 穷 小 算 符 对 易 ) ,可 选 为 


} 二 0 本 (24) 


P= +ey (25) 

MiLB) C26) 

或 选 为 C=P+M: = + (27) 
0' =I?— M? 


= +R'.L) 


0 C28) 
上 式 最 后 一 步 只 要 注意 (14) 式 , 便 容易 从 工 * RR * 工 一 0 得 到 
LL.R' 二 R'。 工 二 0. 由 (28) 式 可 得 


r=M? (29) 
这 时 (27) 式 可 写成 
C= 2 一 2M2 一 音 G 十 ER’) (30) 
其 本 征 值 为 
C= 2iG6 + DR， i= 0 二 ,1 (31) 
将 (14) 式 代入 (30) 式 ,并 注意 到 (11) 式 ,得 
比较 (31) 式 与 (32) 式 得 
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je 
ZH + 1 
设 ma 一 2 十 1，a 一 1,2,3，… (34) 
则 (33) 式 变 成 

4 


f= 一 篇 i so= 1,2,3, (35) 


这 就 是 氧 原子 能 级 公式 (Bohr 公式 ). 
将 (17) 式 与 (18) 式 相 加 ,可 得 ， 
L=I+M (36) 
上 式 可 看 作 是 两 个 角 动 量 相 加 , 工 的 本 征 值 是 熟知 的 
于 一 4 十 1) 本 (37) 
I 和 M 的 本 征 值 已 在 (24) 式 中 给 出 ,按照 角 动 量 克 合 规则 : 
l=i+mit+m— l,li—ml 
注意 到 i=m 一 0, 广 ,1,…, 于 是 
t= 2i,2i— 1,%,0 
再 注意 (34) 式 , 便 得 到 
1=0,1,2,%… ,4—1 (38) 
这 就 是 给 定 4 后 ,! 可 能 取 的 值 . 由 此 可 求 得 氧 原子 的 能 级 简 并 度 
为 


B=— (33) 


a—l 


了 (214 十 1) 一 开 (39) 
各 0 
以 上 结果 与 解 拨 原子 的 定 态 柱 定 请 方程 得 到 的 结果 完全 一 致 


§ 14 微 扰 与 简 并 的 消除 


微 扰 论 是 应 用 量子 力学 处 理 实际 问题 时 最 常用 的 近似 方法 . 
本 节 讨 论 简 并 态 受 到 微 扰 (perturbation) 的 影响 . 一 般 说 来 , 微 扰 可 
能 使 体系 的 对 称 性 受到 破坏 ,从 而 导致 微 拓 解除 简 并 (部 分 地 或 全 
部 ). 

设 体系 的 哈密 顿 量 太 可 分 为 两 部 分 : ， 
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H=H'+H' (1) 
其 中 可 是 未 受 微 扰 的 ( 零 级 的 ) 哈 密 顿 量 , 能 准确 求解 ,HH 代 表 微 
扰 . 为 了 方便 ,将 (1) 式 写成 
H= H+ eH' (2) 
式 中 * 是 微 扰 强度 参数 ,* 一 0 表示 微 扰 不 存在 ( 零 阶 微 扰 ),s 在 0 
一 1 间 连 续 变 化 . 
我 们 假定 ,在 对 称 性 群 G 下 H' 是 不 变 的 . 无 微 扰 时 定 态 薛 定 
启 方 程 有 解 : 
HG = EGY) 1=1,2,.,n (3) 
一 般 地 ,能 级 是 简 并 的 ,用 1689) 表 示 简 并 态 , 简 并 度 设 为 a. 由 
于 H' 在 G 下 是 不 变 的 ,集合 {1649)} 构 成 对 称 性 群 G 表示 的 基 ， 
即 张 开 对 称 性 群 8 的 维 表 示 , 它 是 可 约 的 ,也 可 以 是 不 可 约 的 ， 
表示 空间 记 为 ro. 
现在 我 们 引入 微 扰 (e 从 零 开 始 增 大 ), 微 扰 的 影响 一 般 地 使 
简 并 能 级 发 生 移 位 (shift) 和 分 裂 (split). 这 时 能 级 本 将 变 成 4 个 
不 同 的 能 级 (r= 二 1,2,… ,4), 当 然 ,每 一 个 多 可 能 仍然 是 简 并 
的 . 用 记 能 级 8, 的 简 并 度 ,因此 有 4 个 不 同 的 态 矢 |88?) (== 
1,2,…,d,) 属 于 能 级 E.. 然而 ,与 任何 具体 的 对 称 性 质 无 关 , 微 扰 
的 影响 不 会 改变 态 矢量 的 数目 ， 因而 有 


D3 一 a 《4) 


为 了 研究 微 扰 的 影响 ， 我 们 区 分 三 种 情形 

《1) 微 扰 思 和 瑟 具 有 相同 的 对 称 性 ( 互 和 HT 在 对 称 性 群 6 
下 都 是 不 变 的 ), 而 {1982》} 所 张 的 6 的 表示 是 不 可 约 的 , 即 未 受 
微 扰 的 本 征 值 名 的 简 并 是 本 质 的 . 

(2) 微 扰 和 H* 具 有 相同 的 对 称 性 ,而 (1094)} 所 张 的 G 的 
表示 是 可 约 的 , 即 态 的 简 并 部 分 是 偶然 的 

(3) 微 扰 丘 的 对 称 性 低 于 "H' 的 对 称 性 , 即 万 仅 在 5 的 子 群 
9 下 是 不 变 的 . 

下 面 分 别 三 种 情形 进行 讨论 : 
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(1) HU' 和 到 具 有 相同 的 对 称 性 ,而 {109)} 构 成 对 称 性 群 6 
的 不 可 约 表示 . 
定理 1 如 果 具 有 与 H! 相同 对 称 性 的 微 扰 作用 于 体系 , 则 私 
有 本 质 简 并 的 能 级 下 只 可 能 发 生 移 位 而 不 发 生 分 裂 ， 
我 们 利用 归 雇 法 (reductio ad absurdum) 来 证 明 . 让 我 们 假定 能 
级 本 发 生 分 裂 , 为 简单 计 , 设 分 裂 为 两 个 能 级 互 和 B, 则 由 (4) 
式 有 由 十 dz 一 2. 表示 空间 mw 则 变 为 由 微 扰 后 的 本 征 矢 所 展 的 新 
空间 m(e) ,空间 维 数 仍 为 4. 对 应 于 此 二 能 级 ,m(s) 分 为 两 个 不 变 
的 子 空间 :m(s) 一 ma 十 mx 于 是 ,G 在 m(s) 中 的 表示 应 是 可 约 的 , 设 
其 矩阵 取 如 下 形式 : a 
pd (和 a 0 ) ， 
0 :0Q(a,s) 
其 中 7 和 是 较 低 维 的 表示 ,它们 的 矩阵 元 自然 是 参数 。 的 连续 
函数 .但 是 , 当 :>0 时 ,矩阵 DD 应 保持 原 有 形式 不 变 , 即 在 撤除 微 
扰 的 极限 情形 下 ,和 矩阵 (a) 仍 是 块 对 角 的 形式 : 
D(a,0) = (Si ) 
0 :0Q(a,0) 
这 意味 着 属于 可 的 未 受 微 扰 的 态 矢 集 {1689)} 所 张 的 表示 是 可 约 
的 ,这 与 开始 时 的 假设 矛盾 . 因此 , 微 扰 不 能 使 本 质 简 并 的 能 级 发 
生 分 裂 . 
以 上 证 明 对 任何 阶 的 微 扰 都 适用 . 
在 微 扰 作用 下 ,能 级 名 将 发 生 移 位. 在 一 级 近似 情况 下 , 5? 
由 BY 代替 ,由 下 式 给 出 : 
EY 一 (82 | 五 1292) 
= + BOIH OP), 一 1) 2， 和 (7) 
式 中 |249) 是 未 受 微 扰 的 属于 司 的 任 一 态 矢 , 即 对 于 mo 中 所 有 态 


矢 ,(7) 式 中 第 二 项 都 相等 O. 所 以 , 微 扰 确 能 使 能 级 三 发 生 移 位 。 
(B® | 再 102). 


(5) 


(6) 


@ 严格 证 明 可 参考 Roman 著 ,Advanced Quantum Theory, § 6 一 3,P. 592. 
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由 上 面 讨论 可 得 出 结论 :未 受 微 扰 的 本 征 值 是 本 质 简 并 
(不 存在 偶然 简 并 ), 即 属于 名 的 简 并 态 矢 的 集合 {12f?)} 构 成 对 
称 性 群 G 的 不 可 约 表示 时 ,与 鼠 " 具有 相同 对 称 性 的 微 扰 有 K' 只 能 
使 能 级 发 生 移 位 ,而 不 能 引起 能 级 分 裂 . 在 此 情形 下 , 微 扰 不 消除 
本 质 简 并 . 

[ 例 1] 原子 核 的 库仑 能 

考虑 一 个 具有 2Z 个 质子 入 个 中 子 的 原子 核 ,质量 数 4 二 N 
十 和. 核子 亲 存 在 强 作 有 几 力 ,还 有 质子 闻 的 库仑 斥 力 (Coulomb 
repulsion), 在 短 距离 时 , 电磁 作用 力 比 强 作用 力 弱 得 多 ,因而 把 质 
子 间 的 库仑 斥 力 看 作 微 扰 . 于 是 我 们 有 

H=H'+H 
式 中 本 包含 所 有 核子 的 动能 加 上 它们 之 间 由 于 强 作用 而 产生 的 
势能 ,而 如 是 库仑 能 
e2 芯 
I = 2 (8) 

其 中 ms= Ir 一 rs| 是 第 i 个 和 第 个 + 质子 间 的 距离 . 

由 于 未 受 微 扰 的 哈密 顿 量 H' 是 转动 不 变 的 ,对 称 性 群 是 三 
维 转动 群 80:, 故 无 微 扰 时 能 量 三 与 有关. 实际 上 核 力 还 与 核子 
的 自 旋 有 关 , 严 格 说 来 2? 与 总 角 动 量 量子 数 ; 有 关 , 因 而 FH' 的 定 
态 由 了 标志 , 即 |192). 由 于 不 存在 更 高 的 对 称 性 ,属于 给 定 能 级 
以 的 态 矢 对 于 总 角 动 量 的 分 量 js 是 简 并 的 ,用 16 多) 记 之 .集合 {| 
多 )} 张 成 转动 群 的 不 可 约 表示 ,没有 侦 然 简 并 

《8) 式 给 出 的 微 扰 也 具有 转动 不 变性 ,因而 H' 与 H' 有 相同 的 
对 称 性 ,由 定理 可 知 ,库仑 修正 (Coulomb correction) 将 不 分 裂 简 并 
能 级 印 , 仅 引起 能 级 移 位 . 在 一 级 近似 中 


人 2 < 工 
Ba = 二 + 20 1 元 12%8) (9) 


由 于 泡 利 不 相 容 原理 , |9 和 ?对 质子 的 交换 是 反对 称 的 ,使 得 (8) 式 
中 每 一 项 对 (9) 式 的 贡献 都 相同 ,因而 得 


(CD 一 对 中 | 1 Ig 
EB EB? 十 72CZ 一 DADE [元 |( 哆 》 (10) 
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式 中 第 二 项 就 是 一 级 近似 下 能 级 杷 的 移 位 . 
《2) H' 和 H°* 具 有 相同 的 对 称 性 ,而 {12409)} 张 成 对 称 性 群 C 
的 可 约 表示 . 
若 6 的 可 约 表 示 记 为 2 ,假定 
0 = 20 图 20 四 … 四 2m 四 … 四 2F0 (11) 
其 中 多 中 的 维 数 为 a. 这 时 属于 的 不 变 空 间 me 可 分 解 为 如 下 
不 变 子 空间 之 和 ， 
mg 一 力 0) 十 补 2 十 … 十 帮 o 十 … 十 和 CO (12) 
只 要 将 定理 1 应 用 于 每 一 个 不 变 子 空间 ( 它 张 开 一 个 不 可 约 
表示 多 中 ) ,就 可 得 到 如 下 定理 : 
定理 2 ”如果 具有 与 "相同 对 称 性 的 微 扰 作 用 于 体系 , 那 未 
属于 可 约 表示 的 能 级 (此 可 约 表 示 包 含 4 个 不 可 约 表 示 , 维 数 
分 别 为 1,42，,…,d,,…,44) 至 多 能 分 裂 成 4 个 能 级 BE,…, 5,， 
…,B4, 其 中 ,的 简 并 度 为 4 , 
由 此 可 知 , 微 扰 能 部 分 地 或 全 部 消除 (remove) 侦 然 简 并 . 
[ 例 2] 碱 金 属 原子 中 价 电子 的 能 级 
碱 金属 原子 中 价 电子 的 哈密 顿 量 近 似 地 表示 为 : 
有 = 3 一 玫 二 和 一 夯 十 轴 


其 中 四 = 一 世 V 一 玫 


LL 了 


是 价 电子 的 动能 和 核 的 势能 ,而 
H'= 去 


可 看 作 是 内 层 电子 对 价 电子 的 作用 , 即 把 内 层 电 子 的 影响 看 供 微 
扰 . 无 微 扰 时 价 电子 的 能 级 与 氢 承 子 相似 : - 
H°|@®) = 而 19 )》， 宇 一 1,2，… ,m7 
式 中 ”是 主 量子 数 ,能 级 展 的 简 并 度 为 .如果 我 们 用 转动 群 
SOs 来 描述 体系 ,因为 8S0s 群 的 不 可 约 表 示 是 2! 十 1 维 的 ,所 以 本 
对 应 的 So: 表示 多 是 可 约 的 , 即 碟 存在 偶然 简 并 . 多 中 可 分 解 
为 如 下 不 可 约 表示 的 直 和 : 
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DH = DO ® DD 个 ee 外 DoD 
式 中 右边 各 项 右上 角 括号 中 数字 是 角 量 子 数 7 
因为 名 与 H* 具 有 相同 的 旋转 对 称 性 , 故 微 扰 作用 使 能 级 砚 
分 裂 为 4 个 能 级 ,1 二 0,1,2,…, (n 一 1) ,这 就 是 碱 金 属 原子 的 能 
级 ,每 一 能 级 的 简 并 度 为 2! 十 1. 这 样 , 微 扰 消 除了 偶然 简 并 , 
(3) 微 扰 序 的 对 称 性 低 于 Ho 的 对 称 性 
定理 5 假定 H' 在 对 称 性 群 G 下 是 不 变 的 ,而 妃 仅 在 G 的 
子 群 8 下 不 变 . 设 无 微 扰 能 级 及 确定 G 的 一 个 1 中 维 表示 多 中 
(可 约 的 或 不 可 约 的 ). 若 2 对 @ 是 可 约 的 : 
DO=DYWODHO%DDYVORODYW 
其 中 多 "是 9 的 不 可 约 表示 , 维 数 为 fo ; 
六 ro a f® 
?一 】 
则 微 扰 下 能 使 能 级 硬 最 多 分 裂 为 4 个 能 级 B., Bo,… ,EE,,… ,EE 
能 级 的 简 并 度 fo. 
其 实 对 于 对 称 性 较 低 的 9 来 说 ,相当 于 定理 2 的 情形 . 
[ 例 3] 外 磁场 中 的 碱 金 属 原子 


在 沿 :方向 的 均匀 外 磁场 2 中 , 碱 金 属 原子 的 哈密 顿 量 为 
H=H'+H 


其 中 = 


好 为 例 2 中 的 妃 , 在 80s 群 下 不 变 ,而 HH' 在 80: 群 下 不 变 (具有 
轴 对 称 性 ) 30: 群 是 S0s 群 的 子 群 , 故 碱 金属 原子 在 外 磁 码 中 的 
对 称 性 低 于 无 外 场 时 的 对 称 性 . 由 于 8$0: 群 是 阿 贝尔 群 ,其 不 可 约 
表示 是 一 维 的 , 故 在 外 磁场 中 , 碱 金属 原子 能 级 Bu 可 分 裂 为 2 十 1 
个 能 级 , 微 扰 完全 消除 了 简 并 . 

归纳 $ 12 和 本 节 所 述 , 得 出 如 下 几 个 结论 : 

《1) 能 级 简 并 是 由 体系 的 对 称 性 引起 的 , 简 并 度 的 大 小 与 对 
称 性 的 高 低 有 关 , 对 称 性 越 高 , 简 并 度 越 大 . 

(2) 偶然 简 并 的 存在 是 由 于 存在 着 未 被 发 现 或 者 未 被 考虑 的 
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对 称 性 , 即 体系 实际 具有 的 对 称 性 高 于 我 们 所 讨论 的 对 称 性 . 

(3) 微 扰 的 作用 往往 破坏 或 降低 体系 的 对 称 性 ,从 而 微 扰 往 
往 引 起 能 级 分 裂 , 导 致 简 并 的 部 分 或 全 部 消除 . 单纯 从 对 称 性 考 
虑 ,只 能 告诉 我 们 能 级 最 多 可 能 分 裂 成 几 个 能 级 ,而 能 级 移 位 的 大 
小 与 微 扰 强度 有 关 ， 需 要 进行 具体 的 计算 . 
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第 七 章 ”量子 力学 中 的 角 动 量 


角 动 量 与 物理 体系 的 转动 性 质 有 关 . 我 们 将 会 看 到 ,普通 三 维 

空间 中 的 几何 转动 £, 对 应 于 态 空间 中 的 转动 算 符 VCR): 
R=>U(R) 
它 作用 在 态 空间 中 的 态 矢量 1y) 上 得 到 体系 转动 后 的 态 矢量 |w ): 
Iw) = U(R) 区》 

我 们 将 在 $ 1 中 找到 转动 算 符 〈rotation operator) 与 几何 转动 
《geometrical rotation) 之 间 的 关系 , 亦 即 轨道 角 动 量 与 转动 的 关 
系 . 在 8 2 中 讨论 角 动 量 的 一 般 理论 ,在 $ 3 中 我 们 将 证 明 转 动 
算 符 的 集合 就 是 转动 群 的 表示 . 在 8 4 中 讨论 两 个 角 动量 的 耦合 
问题 ， 


81 转动 与 角 动 量 


1. 普 通 三 维 空间 的 几何 转动 
我 们 考察 保持 给 定点 不 动 的 旋转 〈 此 旋转 中 心 将 选 为 坐标 系 
的 原点 ) . 这 种 旋转 是 空间 各 点 的 一 种 整体 位 移 , 其 中 0 点 保持 
不 动 . 在 这 样 的 位 移 中 , 每 一 点 P 取 一 新 的 位 置 P', 而 且 P 和 P' 
之 间 有 一 一 对 应 关系 . 因此 绕 空间 0 点 的 旋转 可 定义 为 空间 各 点 
之 间 的 一 种 一 一 对 应 变换 ,在 其 中 , 点 0 变换 为 它 本 身 , 而 距 高 
〈 以 及 角度 ) 和 坐标 轴 指 向 缘 保 持 不 变 ， 第 六 章 8 5 中 曾经 指出 ， 
空间 旋转 可 由 三 个 实 参数 (m%,m, om) 确定, 这 三 个 参数 分 别 表示 
绕 三 个 坐标 轴 转 过 的 角度 . 旋转 也 可 由 旋转 轴 ( 给 定单 位 矢量 + 
或 它 的 极 角 9 和 p) 和 旋转 角 a(0<a<27) 来 确定 . 例如 ， 可 以 选 
取 矢 量 
a=au (ey 
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此 矢量 的 模 等 于 旋转 角 , 它 的 方向 决定 
旋转 轴 . 旋转 轴 为 单位 矢量 4、 旋 转角 
为 a 的 几何 转动 记 为 RB.(a), 旋转 也 可 
由 欧 拉 角 (a,8,y) 确 定 ,参阅 本 章 8 3. 
绕 任意 轴 u 转 过 无 穷 小 角度 da 
的 转动 称 为 无 穷 小 转动 , 记 为 RCdo). 
在 无 穷 小 转动 下 ,矢量 OM 的 变换 可 


- 


表 为 (参阅 图 7-1) 图 7-1 
OM' = 及 (da)OM = OM + dau X OM (2) 
或 写成 1 一 Ru(dao)r 一 rr 十 da Xr (3) 
空间 转动 是 不 可 对 易 的 , 即 
Ru(da)Rw (do ) ¥ Ru (da )R,(da) (4) 
可 以 证 明 @: 
Ri(— da' )Ri(do) 态 (da )R(— da) = R(dada! ) (5) 


式 中 下 标 让 四 表示 沿 三 个 坐标 轴 的 单位 矢量 , 上 式 描述 空间 转 
动 的 非 对 易 结 构 . 

但 是 , 绕 同 一 轴 的 两 个 转动 是 可 对 易 的 : 

Ru.(da)Ru(da’) 一 了 (da )Rs(da) =R.(da 十 do) (6) 

因为 旋转 是 连续 的 ,有 限 转动 可 以 通过 无 穷 小 转动 而 实现 ,或 
者 说 ,每 一 个 有 限 转动 可 以 分 解 为 无 数 个 无 穷 小 转动 . 因此 ,对 有 
限 转动 B.(aq) ,类 似 于 (4) 式 和 (6) 式 的 性 质 同样 存在 . 

2. 态 空 间 中 的 转动 算 符 

现在 我 们 来 寻找 转动 算 符 VU(E) 与 几何 转动 R 之 间 的 联系 . 

(1) 转动 后 的 态 | 

在 给 定时 刻 , 粒 子 的 量子 力学 态 在 态 空间 中 由 为 矢 (ket) |y) 
描述 ,与 之 相 联系 的 波 函 数 为 %r)= 《rly). 现在 对 体系 施 以 旋转 
BR, 它 使 普通 三 维 空间 中 的 点 ro(zo,,zo) 变 为 ro(zo ,部 ,为 ) : 


ro 一 Rro (7) 


@@ 参阅 Cohen-Tannoudji,Din ,Lalog,Quantum Mechanics ,Vol. 1,P. 692. 
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体系 旋转 后 态 空间 中 的 态 矢量 则 由 |y) 变 为 |w》: 

I») = URI (8) 
式 中 UCR) 是 转动 在 态 空 间 中 的 映射 , 称 为 转动 算 符 . 与 |% > 相 
应 的 波 函 数 为 (7r) 二 《rly ). 我 们 假定 , 粒子 是 无 自 旋 的 ， 即 
%(r) 是 标量 波 函数 . 于 是 ,初始 波 函 数 $C7) 在 点 7。 处 的 值 应 等 于 
转动 后 的 波 函 数 多 Cr) 在 点 区 处 的 值 , 即 


名 (ro) = pro) (9) 
注意 到 (7) 式 ,有 
Yo= 及 17 (10) 
于 是 (9) 式 可 表 为 
多 (r0) = $CR-1r0) (11) 
上 式 对 任意 点 ro 都 成 立 , 故 可 写成 如 下 形式 
Yr) = pCR-Ir) (12) 
《2) 无 穷 小 转动 算 符 


首先 让 我 们 考虑 绕 0z 轴 的 无 穷 小 转动 BCda). 未 转动 前 粒子 
的 态 由 波 函数 %r)? 描 述 ,转动 后 粒子 的 态 为 多 (Cr) ,根据 (12) 式 有 


多 (Cr) = 红 本 1(da)r] (13) 
式 中 Rel(da)r =R_,(da)r =r — (da)R Xr (14) 
其 中 最 后 一 步 利 用 了 (3) 式 . 上 式 的 分 量 为 
2z 十 gda 
3 一 zda (15) 


于 是 ,(13) 式 可 写成 
zy,2) = pz yda,y — zda,z) (16) 
将 上 式 晨 开 ,准确 到 一 级 无 穷 小 ,得 到 


W239)2) =Y(2s9,2) — da(z 卫 一 


YE 92) 


为 
一 [1 一 daG 训 一 # 半 7]g(z,g 
=U[R,(da) Jy(z,9,2) (17) 
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式 中 DLRida] =1— dalz 台 Ee 加 


就 是 无 穷 小 几何 转动 B(da) 在 态 空间 中 对 应 的 转动 算 符 . 
根据 第 六 章 8 2(10) 式 ,从 上 式 可 得 出 无 穷 小 算 符 


(18) 


:a 3 
9=- i (19) 
令 多 = 对 (20) 
则 (18) 式 成 为 
U[R(da)] = 1— .da7， (21a) 
其 中 到 = 一 ze 总 一 7 训 ) (215) 
是 轨道 角 动 量 分量 算 符 . (21) 式 就 是 无 穷 小 几何 转动 (da) 在 
态 空间 中 对 应 的 转动 算 符 . 


将 i,j,k 和 z,y,z 分 别 循环 置换 , 便 可 得 到 类 似 (21) 式 和 (22) 
式 的 表达 式 ， 
DCRda)] 一 工 一 -aa7。 
(22) 
= 一 纳 (y 寻 一 2 过) 
DLR(dao] = 1 一 dol, 
(23) 
如 
以 上 (21 一 23) 诸 式 就 是 与 无 穷 小 几何 转动 相 联系 的 态 空 间 中 
的 转动 算 符 . 可 见 转动 算 符 可 借助 于 角 动 量 算 符 来 表示 , 也 就 是 
说 , 角 动 量 算 符 是 与 普通 三 维 空间 的 几何 转动 相 联系 的 ， 
上 述 讨论 容易 推广 到 绕 任 意 轴 作 无 穷 小 几何 转动 am (da) 的 
情形 ,这 时 对 应 的 转动 算 符 为 


DLRsda)] 一 1 一 至 des * 工 (24) 


= 一 Wz 
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《3) 角 动 量 分 量 算 符 的 对 易 关 系 

现在 我 们 要 问 , (5) 式 在 态 空间 中 的 “ 映 象 "是 什么 ? RB(da) ,及 
(dq) ,ECda) 在 态 空间 的 “ 映 象 ”分 别 是 (22)、(23)、(21) 式 ,因此 ， 
(5) 式 的 “ 映 象 ”应 是 


[1 十 者 [1 一 ar 一 于 az[1+ cz] 


= 1— Fdodo L, (25) 
将 上 式 左边 展开 ,并 令 两 边 doda 的 系数 相等 ,容易 得 到 
. [Lb] = BL, (26) 
同 理 ,对 下 标 i,j,k 和 z,y,z 分 别 循 环 置换 便 可 得 到 
[ZJ = iL, (27) 
[LLs] = LL, (28) 


这 就 是 熟知 的 轨道 角 动 量 算 符 的 对 易 关 系 ,它们 是 几何 转动 非 对 
易 结构 的 结果 . 

(4) 有 限 转 动 算 符 

现在 我 们 考虑 绕 0z 轴 转 过 任意 角度 “的 几何 转动 R&Ca), 可 
以 用 如 下 方法 求 得 对 有 限 转角 “的 转动 算 符 DLR(a)], 设 da 一 


亏 , 其 中 N 为 大 整数 , 应 用 (17) 式 Y 次 ,近似 地 得 
多 (2 加 王 [1 一 号 < 总 一 9 二 )] cy (29) 
当 尺 增 大 时 ,近似 程度 更 好 . 最 后 ,在 极限 一 oo 下 ,注意 到 


一 一 也 A 
e lm(l 万) 


“29) 式 便 变 成 
(zy,2) =e-e -yz,y ,2) 
eioly Cz,Yy,2) 
=U[R(a) yp(z,y,2) (30) 
于 是 ,得 到 有 限 转 动 (aq) 对 应 的 转动 算 符 为 
DLR(o)] = eb, (31) 
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我 们 选取 转轴 为 = 方向 并 无 特殊 性 . 一 般 地 ,转动 由 转角 和 
单位 矢量 & 所 指明 的 转轴 所 决定 ,于 是 ,可 将 上 式 推广 为 
D[Rs(a)] = er (32) 
以 上 结果 可 以 推广 到 多 粒子 体系 中 去 . 因为 每 一 个 粒子 有 一 
个 工 算 符 ,所 以 ,(31) 式 中 的 五 应 为 一 个 和 式 所 代替 .于 是 , (31) 
式 可 推广 为 
UR)] = ot oe, = e-em. (33) 
其 中 (2; 之 间 是 相互 对 易 的 ， 
5. 推广 到 总 角 动 量 的 情形 
以 上 讨论 的 结果 适用 于 无 自 旋 的 粒子 .一 般 地 ,对 任意 量子 力 
学 体系 ,例如 具有 自 旋 的 粒子 ,这 时 , 算 符 z,y,z 不 再 组 成 力学 量 
的 完备 集 ,粒子 的 态 也 不 再 用 波 函数 %z,y;z) 描 述 . 我 们 必须 直接 
地 在 体系 的 态 空间 中 考虑 问题 ,并 且 要 考虑 包括 轨道 角 动 量 和 自 
旋 角 动量 在 内 的 总 角 动 量 J 一 工 十 S， 
在 这 种 情形 下 ,上 面 得 到 的 许多 结果 可 以 推广 @. 例如 ， 
(21a)、《24)、《31)、(32) 诸 式 分 别 推广 到 总 角 动 量 的 情形 : 


VLR da)] =1 一 -day。 (34) 
D[RuCdao)] =1 一 dau + J (35) 
ULR,(a)] 一 er。 (36) 


DZ[Rs(a)] =e-Fer (37) 
4. 可 观察 量 的 转动 和 转动 不 变性 
(1) 转动 下 可 观察 量 的 变换 
上 面 我 们 已 经 知道 ,在 转动 下 表征 量子 力学 体系 状态 的 态 矢 
量 如 何 变换 ((17? 式 和 (30) 式 ), 但 是 ,在 量子 力学 中 ,体系 的 态 和 
可 观察 量 是 彼此 独立 地 描述 的 . 因此 ,需要 研究 在 转动 下 可 观察 量 


@ 参阅 Cohen-Tannoodjt,Dio ,Lalog,Quantm Mechanics, Vol. 1,P. 702. 
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如 何 变换 . 可 观察 量 是 用 线性 厄 密 算 符 表示 的 ,其 变换 规律 已 由 第 
五 章 $ 2(9) 式 和 (1i0) 式 得 到 : 
A == UAUT! 一 UAUT+ (38) 
在 无 穷 小 转动 Be(da) 的 特殊 情形 下 ,将 (35) 式 代入 上 式 , 得 到 
准确 到 一 级 近似 的 变换 ， 


A =(1— td DA + Ldou J) 


在 在 
一 4 一 去 do[u “1,4] (39) 
其 中 用 了 J 的 厄 密 性 条 件 广 =J 
(2) 标 量 可 观察 量 
如 果 对 所 有 转动 算 符 UC(E) 满 足 
4 一 4 (40) 


则 称 可 观察 量 4 为 标量 可 观察 量 (scalar observable) ,简称 标量 . 
由 (39) 式 可 知 , 若 
[A419=0 (41) 
则 4=4, 因 此 ,在 转动 下 ,标量 可 观察 量 与 角 动 量 三 个 分 量 对 易 ， 
或 者 说 ,与 角 动量 三 个 分 量 都 对 易 的 可 观察 量 是 标量 可 观察 其 ， 
《3) 转 动 不 变 性 
现在 我 们 来 考察 莅 定 证 方程 的 转动 不 变性 ,并 将 证 明 孤 立 系 
的 哈密 顿 量 是 一 标量 可 观察 量 ,同时 还 证 明 角 动量 守恒 是 转动 不 
变性 的 结果 . 
考虑 外 于 状态 1%(t) > 的 孤立 系 , 在 时 刻 施 以 任意 旋转 〖, 体 
系 的 态 变 成 
| 多 (to)》 一 UCR) 1%Cto)》 (42) 
如 果 现 在 让 体系 自由 地 从 |% (4)) 开 始 演化 ,根据 莅 定 证 方程 ,在 
时 刻 bm 十 必 的 态 将 是 


上风 (十 69》 = |y G0) + HIy 6)) (43) 


另 一 方面 ,如 果 我 们 没有 转动 体系 , 则 体系 的 态 在 时 刻 十 由 应 为 
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lg + dD = 9)》 十 SHIyG0)) C44) 
转动 不 变性 意味 着 
jy t+ dD)) = UB) | yo + dD) (45) 
式 中 的 UB) 与 (42) 式 中 的 UB) 相同 . 由 (43) 式 和 (45) 式 可 得 


| 于 cto)》 十 SHY (0)) = UCR) Ct 十 0》 
将 (44) 式 代入 上 式 得 
[WW OD) + FAW CD) = VR) IY)) + BVHIYC)) 
再 将 (42) 式 代入 上 式 , 最 后 得 到 
VCR) go》 十 GHAUCR) |yCt)) 


=UCR) $060)) + HUHIYC)) 


上 式 中 1%(to) ) 是 任意 的 ,由 此 得 到 
[H,V(R)]=0.-. (46) 
上 式 与 第 六 章 8$ 1(28) 式 或 (41) 式 一 致 ,在 那里 我 们 得 出 结 
论 :体系 的 哈密 顿 量 在 对 称 变换 UV 下 具有 不 变性 . 现在 由 (46) 式 
我 们 可 得 出 结论 :体系 的 哈密 顿 量 在 转动 变换 VU(R) 下 具有 不 变 
性 . 显然 ,空间 转动 变换 也 是 对 称 性 变换 . 
将 (37) 式 代入 (46) 式 可 得 
[H8,J]=0 (47) 
对 比 (41) 式 可 知 ,体系 的 哈密 顿 量 了 H 是 标量 可 观察 量 . 
根据 第 六 章 $ 1 守恒 量 的 判别 法 则 (42) 式 ,由 (47) 式 可 得 出 
结论 :在 转动 下 孤立 系 的 角 动量 是 运动 恒 量 , 即 角 动 量 守恒 是 转 
动 不 变 性 的 结果 . 


$2 角 动 量 的 本 征 值 及 盾 阵 表示 


1. 角 动量 算 符 的 一 般 定义 
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我 们 以 下 列 对 易 关 系 式 作 为 角 动 量 算 符 的 一 般 定义 : 
J 一 JJ 一 过 7。] ， 
J 一 J = 该。 | 
J 一 JJ 二 该 记 


,A 


或 JX 了 = 坊 ] (2) 
同时 , 角 动 量 平方 算 符 定义 为 
二 玉 十 玉 十 六 (3) 
可 以 证 明 , 字 与 了 的 每 一 个 分 量 都 对 易 , 即 
J 一 Jo12 一 0 
中 (4) 
Ja1 一 Ja12 一 0 


因此 ,J? 与 了 的 每 一 个 分 量 ,例如 J。, 有 共同 的 本 征 矢 量 , 记 
为 |j,m), 本 征 方程 设 为 
Ti jm) = jC 十 DPIj,m) (5) 
Js|j,m) = mh|j,m) (6) 
式 中 ;和 m 是 待定 的 量子 数 . 以 1j,m) 为 基 矢 的 表象 称 为 J 和 J 
的 共同 表象 ,在 此 表象 中 ,J? 和 J 是 对 角 答 阵 (diagonal matrices)， 
其 矩阵 元 分 别 为 : 
Tyan = (7 ,mm | 77 


=j(j 十 DM wa (7) 
Tram = (7 sm |Js|jsm) 
=mfdy wn (8) 


2. 升 算 符 和 降 算 符 的 意义 及 性 质 
为 了 找到 JJ 的 矩阵 表示 和 量子 数 j、m, 引 入 升 算 符 和 降 算 
符 是 方便 的 . 升 算 符 J+ 和 降 算 符 J- 的 定义 如 下 : 
J+= J 
i (9) 
根据 此 定义 及 (1)、《3)、《4) 诸 式 ,可 以 证 明 , 升 算 符 和 降 算 符 
具有 如 下 性 质 : 
Ji= .于 (10) 
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J+ 1-— J_J+= 28J。 (11) 


J4 JTJ= 一 了 2 一 及 十 和 。 (12) 

J4iT2— Ti=0 (13) 

六 光一 JoT+ 一 干杯 7 (14) 
例如 (12) 式 证 明 如 下 : 


J+ T= (J +) — i)) 
=J2— ey rs ~— 2 
一 及 十 形 一 277 — JI) 
= — fC— i 
一 .2 一 及 十 亢 7。 
由 (10) 式 可 知 ,J+ 和 J- 是非 厄 米 算 符 . 下 文 我 们 将 会 看 到 ， 
这 种 非 厄 米 的 升降 算 符 也 是 有 用 的 数学 工具 
为 了 看 出 升 . 降 算 符 的 意义 ,将 JJ+ 作 用 于 了 和 J 的 共同 本 
征 矢 |j,m) 上 ,利用 (14) 式 和 (16) 式 可 得 
T+ jm) = (T+ RT4) |j,m) 
二 J+? 太 |j,1m) 十 如 TH |j,m》 


=(m+ DAT+ |j,m) (15) 
同 理 可 得 
J |jsm) = (m — DJ- |j,m) (16) 
又 由 (13) 式 及 (5) 式 可 得 
Tz bj,m) = jj 二 DR)j,m) (17) 


由 (15)、(16) 及 (17) 诸 式 可 见 , 如 果 |j,m) 是 卫 和 J 的 共同 
本 征 刃 (eigenkets), 对 应 的 本 征 值 分 别 为 ;0 十 1 大 和 ,那么 
J+|j,m) 也 是 J? 和 J 的 共同 本 征 刃 ,对 应 的 本 征 值 分 别 为 j(j; 十 
1) 六 和 (m 士 1)#. 因此 ,J4 对 1j,m) 的 作用 其 结果 不 改变 量子 数 j， 
但 使 量子 数 m 改变 一 个 单位 , 故 可 称 J+ 为 升 算 符 ,7- 为 降 算 符 . 
由 (15) 式 和 (16) 式 可 知 ,J41j7,m) 必 是 |j,m 土 1) 的 某 一 倍数 , 即 
J+ [jm》 二 Cc4 (7 友 ) 衣 7 十 1) (18) 
J- |jym) = ec (s,m)#|j,m — 1) (19) 
其 中 cz(j,m) 是 待定 的 复数 . 下 面 我 们 来 求 系数 ci. 
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取 (18) 式 的 共 斩 ,得 
CmlJ= (jym 十 les Cj,m)F 
利用 (10) 式 上 式 变 成 
(六 可 1J- 一 (三 十 1|c (I,m 至 
将 上 式 左 乘 (18) 式 得 
(如 T_T+ [jm) = ler (Ca) [Bojsm+ 1|jm+t+ 1} 
注意 到 归 一 化 条 件 
(jm 1lj,m+ 1)=1 
则 上 式 变 成 
ler Gm) | 人 = (jsm)T T+ |jsm) 
将 (12) 式 代入 上 式 右 端 得 
|er Gsm) | = Cj,m|T — J2 — ,| jm) 
=[jG+ Do— mo mj,m|j,m) 
一 [5G 十 1) 一 mm 十 J] 大 
三 (一 W)C 十 力 十 1D 部 
于 是 得 到 
[cr Gm) | =iG+ Do mont 1) 
三 (j 一 tw)(j 十 w 十 1) 
如 果 选 取 c+ 的 相 因 子 为 1, 即 取 c+ 为 实数 , 则 
c+ (jm) = MO—m GFmi1) 
同 理 可 求 
c- (jm) = MGTFmG—m+i) 
将 所 得 (22) 式 和 (23) 式 分 别 代 入 (18) 式 和 (19) 式 得 到 
J+ jn) =vVO— m0O+m+ DR)j,m + 1) 
=ViG+ DD— mn Dilj,m + 1) 
J jm) =MVO+ mm) — m+ DF)j,m — 1) 
=VIGTID — nm — Iij,m— 1) 


(21) 


(22) 


(23) 


(24) 


(25) 


于 是 我 们 可 求 出 在 卫 和 J 共同 表象 中 , 升 算 符 J 和 降 算 符 


J- 的 矩阵 元 为 
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Tr)ywin = sm [T+ 1 


三 V (I 一 m)G 十 人 WH 十 DR6y n,mtl (26) 
(TD)ymm 一 (ml |J- |j,m) 
=MVCGT mI n+ Did ,ni (27) 


由 上 两 式 可 见 , 对 了 和 了 而 言 ,矩阵 是 对 角 的 ,故常 略 去 ;的 指标 . 
又 由 6xmti 知 , 仅 当 w 二 m1 即行 数 比 列 数 大 1 时 矩阵 元 才 不 
为 零 , 故 (26) 式 (27) 式 可 简 记 为 


(Trapn = md 十 m 二 1) (28) 

(Tnin =V/OTF mG mi I (29) 
(28) 式 也 可 以 写成 

(Tm! = MGT mG—m+i i (30) 


比较 (29) 式 和 (30) 式 可 得 
(J+)am-1l = J) nlm 
=V(j 二 m)(j 一 n 十 1) (31) 
35. 了 和 J 的 本 征 值 
设 本 征 方程 为 
J2|4,m) 二 先 ?| 4,m) } (C32) 
Val4 mm) 二 17R| ,mn) 
首先 证 明 ,J? 的 本 征 值 不 小 于 J 本 征 值 的 平方 , 即 4 二 m*. 事实 上 ， 
由 (9) 式 可 得 
+t) | 
(33) 
1 - 
-= 去) | 
于 是 一 = 二 六 


一 [村 Cr 十 着 十 [去 04 一 7) 


计 U4 TJ) 
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= 地 A 


其 中 最 后 一 步 用 了 (10) 式 .注意 到 算 符 4+4 的 平均 值 是 非 负数 ， 
即 
(%,m|A+ Al4,m) 之 0 
故 有 《2 如 |J2 一 .好 1) 之 0 
将 (32) 式 代入 上 式 得 
(2 一 mA,m|A,m) 0 

利用 归 一 化 条 件 , 上 式 成 为 

(4 一 m2?) 太 之 0 
由 此 得 到 所 要 证 明 的 结论 : 

入 之 12 

上 式 告诉 我 们 ,m 的 数值 受到 一 定 的 限制 . 对 于 给 定 的 4, 设 mn 的 
最 大 值 为 ;, 将 J+ 作 用 于 14,m=7) ,利用 升 算 符 J+ 的 性 质 , 应 有 

J+ |4,7)=0 
利用 (12) 式 ,得 

JJ 7 = C72— 2 一 7) |4,7) 

=(4— Fj =0 
由 此 可 见 4—7—j=0 
即 4= jG+ 1) (35) 

设 m 的 最 小 值 为 ,将 J- 作 用 于 1%,m 二 六 ), 利 用 降 符 符 本 

的 性 质 , 应 有 

J- 14,7)=0 
再 利用 (12) 式 得 

J+J_ 1) 一 (J2 CO— 十 A))4,7) 

一 0 一 六 十 了 大 27》 一 0 
由 此 可 见 4 一 六 十 包 一 0 
即 4=7(7—1) (36) 

比较 (35) 式 和 (36) 式 可 以 看 出 , 仅 当 
7 二 一 j 或 7 =j+1 
286 


时 ,两 式 才能 一 致 ,都 表示 本 征 值 入 但 =; 十 1 没有 意义 ,因为 它 
与 是 mn 的 最 大 值 和 六 是 m 的 最 小 值 的 假定 矛盾 . 因此 只 能 是 


了 一 一 了 (37) 
成 立 , 即 mn 的 最 小 值 是 一 j. 由 上 面 的 讨论 便 可 得 出 结论 . 
jnm<j (38) 


根据 降 算 符 7- 的 性 质 , 将 它 连续 作用 于 14,m) 时 可 得 
到 [24m 一 1) ,|%,mm 一 2) ,12 一 3 ， 即 了 _ 对 14,m) 作 用 一 次 ,本 
征 值 m 减 小 一 个 单位 . 因为 m 的 变化 范围 是 ;一 (一 站 =27, 它 必 
须 是 非 负 的 整数 (nonnegative integer) 才 能 保证 从 14,7) 开 始 最 后 得 
到 12, 一 力 . 既然 21 为 非 负 整数 ,那么 1 只 能 是 非 负 整数 或 半 奇 
数 ,这 样 ,我 们 便 得 到 量子 数 ;7 和 m 的 可 能 值 : 


了 02 (39) 


贡 一 JJ 一 1 一 2 一 人 一 1D， 一 5 (40) 
即 对 于 给 定 的 ;7 值 ,m 可 取 (2j 十 1) 个 值 ,如 (40) 式 所 示 . 这 时 本 征 
方程 (32) 式 便 可 写成 
J2|j,m) =j( 十 1) 不 1Jm》 } 
Tiljsm) = | jm) 
显而易见 ,J? 和 J: 的 本 征 值 为 
T=jG 十 De } 
J 二 


(41) 


(42) 


4. 角 动 量 的 矩阵 元 

六 和 J 的 矩阵 元 已 用 (7) 式 和 (8) 式 表示 . 现在 我 们 求 在 J? 
和 六 共同 表象 中 ,7 和 彤 的 矩阵 元 . 

将 (31) 式 代入 (33) 式 第 一 式 得 


CD 一 二 [CD + CT-)。c- 
一 去 CD--- 


-VOTmO-nT (43) 
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其 中 考虑 了 (J-)on-: 一 0 又 


CD = 于 [CD 十 Cn] 


一 到 C-)。-。 
万 四 
一 王 VG 十 omD(G 一 下 十 1) 


其 中 考虑 了 (J+)。 in 一 0. 比较 (43) 式 和 (44) 式 可 知 
Je) mal = Js) nlm 


-VOTmO-ntD 
同 理 可 求 
QD VT 


(Jy)m-um = 志 <VG 十 加 GO 一 四 十 1) 
以 及 (J ma = — (TnLm 


到 = 
一 元 VG 十 oO 一 下 十 1) 


下 面 我 们 以 j=0, 记 ,1 为 例 , 求 出 mi 了 的 矩阵 表示 . 


(44) 


(45) 


(46) 


(47) 


(48) 


当 j=0 时 ,结果 是 明显 的 ,所 有 和 矩阵 都 是 一 阶 的 ,矩阵 元 为 


零 . 
当 和 也 时 ,一 二 ,一 去 由 (8) 式 可 求 得 
全 ,二 [21 坦 村 一半 
GA 
全 ,一 到 |z 坦 二) 一 0 
\ 全 ， 一 坪 |z-4 读 ， 一 地 = 子 
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于 是 得 =。 Gg) 
其 本 征 和 为 


1 人 a ee 
到 和 = 人 (中 Is， 由 = 人 (50) 


亡 /0 1 
于 是 -了 . (49b) 
又 由 (48) 式 得 
D4 二 = 一 00D- 站 一 到 
/0 一; 
于 是 2 下 加 (49c) 
如 果 我 们 定义 
了 一 , (51) 
则 有 
l, | ( | | 证 
0e 一 ， 0y 一 s Om (52) 
1 0 i 0 0 一 1 
这 就 是 泡 利 自 旋 和 矩阵 . 


对 j 二 1,m 可 取 值 1,0, 一 1. 类 似 地 ,我 们 可 以 得 到 


0 1 0 
T= ll 0 1 


1 0 


， (53a) 


0 
0 (53c) 


过 -的 本 征 矢 是 ， 


1 0 1 
11,1) = ， |1,0) = ， |1,—1)= |0 (54) 
0 0 


§ 3 转动 群 及 其 表示 


1. 用 欧 拉 角 表示 空间 转动 

在 第 六 章 8 5 中 ,我 们 用 三 个 实 参数 a= (a, ao,%) 描 述 空间 
转动 ,本 章 8 1, 我 们 又 用 a= ou 即 给 定 转动 轴 的 单位 和 失重 u( 或 
两 极 角 9 和 9) 以 及 转角 “来 描述 转动 , 现在 我 们 用 欧 拉 角 (oa,A， 
7) 来 描述 绕 空 间 固定 点 的 一 般 转动 RCa,p,7)， 

在 第 一 篇 第 四 章 图 4-3 中 ,坐标 轴 0-zyz 代表 转动 前 的 位 置 ， 
0-6ém 代表 转动 后 的 位 置 . 绕 固 定点 的 空间 转动 可 由 下 述 三 个 相继 
的 转动 实现 : (1) 先 绕 z 轴 转 a 角 ,使 0-zyz 转 到 0-zyz;(2) 再 绕 
新 y 轴 ( 即 y) 轴 转 6 角 , 使 0-xy'z 转 到 0-zry's6;(3) 最 后 绕 新 = 
轴 ( 即 $6 轴 ) 转 » 角 ,使 0-zy'6 转 为 0-&n6. 于 是 , 绕 固 定点 的 空间 
转动 可 表示 为 


BR(ay5,7) = Re(y)Ry(p)R,(a) (1) 
式 中 转角 ,py 的 取 值 范围 分 别 是 
0<a<2r, 0<pS<7, 0<y<27 (2) 


由 图 4-3 可 以 看 出 ,车 把 0-&m 依次 作 转 动 BC 一 a),B,( 一 
.RA《 一 7) 则 0-6ns 可 还 原 为 -zyz. 显然 ,这 个 转动 就 是 RCa,P， 
7) 的 逆转 动 : 


BR-i(a,pB,y) = R(— WR(— PR(— a) (3) 
由 BB=RR"! 二 可 知 ,BR(a,B,y) 亦 可 表 为 
R(a,p,y) = R(a)R(B)R,(y) (4) 
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上 式 告诉 我 们 ,从 0-zyz 到 0- 全 5 的 转动 也 可 以 按 另 一 步骤 来 
实现 , 即 (1) 先 绕 z 轴 转角 ;(2) 再 绕 y 轴 转 6 角 ;(3) 最 后 绕 = 轴 
转 a 角 . 这 就 是 说 ,(4) 式 和 (1) 式 是 对 绕 固 定点 的 空间 转动 的 等 
价 描述 .但 (4) 式 更 便于 应 用 ,因为 这 种 转动 是 在 同一 坐标 系 0-zyz 
中 进行 的 ,而 (1) 式 表示 的 转动 是 在 不 同 的 坐标 系 中 进行 的 . 

2. 转动 群 及 其 表示 

全 部 空间 转动 R(a,p,y) 构 成 一 个 三 维 空间 转动 记 为 80s， 
它 是 连续 群 ,但 不 是 阿 贝尔 群 . (as,p,?) 的 一 组 值 确 定 群 的 一 个 元 
索 , 封闭 性 是 明显 的 ,因为 相继 施行 两 个 转动 RCaz,pz,?z7 和 RCa， 
Pi,71) 的 结果 仍 是 一 个 转动 RCas, ps,73) 二 RG, Pa,y2)R(ai, Bis71)， 
其 中 


m=m+om, B=P+h, =nh+w (5) 
R(a,B,y) 的 单位 元 也 存在 ;就 是 
R(0,0,0)=1 (6) 
而 RCa, 8,y) 的 逆 元 豪 是 
Ri(a,p,y) = R(—y,— Pp,—o) (7) 


最 后 ,结合 律 也 是 满足 的 .于 是 ,全 部 空间 转动 构成 群 . 
现在 我 们 来 讨论 转动 群 的 表示 .§ 1(37) 式 者 示 绕 任意 轴 + 
转 过 任意 角度 a 的 几何 转动 Rela) 与 态 空间 对 应 的 转动 算 符 : 


D[Ru(a)] = exp(— 弃 a* DD) (8) 


由 此 可 得 到 ,对 应 于 几何 转动 加 (7) ,及 (8) ,Ra) 的 转动 算 符 分 别 
是 


VLR(7)] 一 exp( 一 1) 


VLR CP)] =exp(— FBI) [ (9) 


U[R,(a)] =exp(— TD) | 


其 中 心 .Jr\ 必 分 别 表示 角 动 量 沿 z 轴 、y 轴 ,6 轴 的 分 量 . 于 是 ,与 
(1) 式 表示 的 转动 相对 应 的 转动 算 符 为 . 
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ULR(Ca,6,7)] =UELReCY)JULRy Cp) JULR,Ca)] 
二 exp( 一 二 WJDexp( 一 二 PJy)exp( 一 三 a7J(10) 


考虑 到 同一 空间 转动 既 可 用 (1) 式 表示 ,也 可 用 等 价 的 (4) 式 
表示 ,这 样 ,与 (4) 式 对 应 的 转动 算 符 可 表示 为 


DLRCas ps)] = exp( 一 放 aJDexp( 一 二 PTDexp( 一 于 77) 


(11) 
由 (4) 式 与 (1) 式 的 等 价 性 可 推 知 , (11) 式 与 (10) 式 也 是 等 价 的 .此 
等 价 性 也 可 以 由 以 下 考虑 得 出 . 
我 们 知道 ,一 个 么 正 变换 0 把 算 符 4 变 为 
4 = UAVT+ (12) 
如 果 我 们 把 V[RCa)] 看 作 V, 则 可 认为 V0[R,(8)] 是 在 前 一 次 转动 
UV[R《a)]( 它 把 y 轴 转 到 y 轴 ?下 e 二 ww 的 变换 式 , 即 


exp( 一 诗 PJy) = exp( 一 广 4J)exp( 一 言 BIDexp《 计 a7) (13) 


上 式 的 含义 是 , 绕 v 轴 转角 为 8 的 转动 ,等 价 于 先 绕 > 轴 逆转 a 
角 , 再 绕 y 轴 转 8 角 , 然 后 绕 z 轴 正 转 a。 角 .同样 ,VLReCy)] 可 认为 
是 在 把 = 轴 转 到 z 轴 的 变换 U[R,(8)]( 看 作 是 么 正 变换 ) 下 ei 
的 变换 式 , 即 


exp( 一 二 WJ) = exp( 一 地 BJy)exp( 一 证 WDexp( 计 BJY) (14) 


其 含义 是 , 绕 6 轴 转角 为 ;的 转动 ,等 价 于 先 绕 y 轴 逆转 6 角 , 再 
绕 z 轴 转角 ,最 后 绕 yY 轴 正 转 5 角 . 
将 (13) 和 (14) 两 式 代 入 (10) 式 得 
ULR(Ca, B,y)] 


一 exp( 一 了 aexp( 一 二 BJ Dexp( 计 Ts)exp( 一 了 7Dexp( 一 到 7) 
(15) 
注意 到 对 同一 个 z 轴 转角 为 a 和 转角 为 y 的 两 个 转动 是 可 对 易 


的 , 即 
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exp( 一 二 yexp( 一 二 oJ 一 exp( 一 十 a7Dexp( 一 二 7 
于 是 ,(15) 式 成 为 

VLR(Ca, Bs)] = exp( 一 地 4JDexp( 一 言 BJDexp( 一 言 ?7) 
这 就 是 (11) 式 ,可 见 (10) 式 与 (11) 式 是 等 价 的 . 


转动 算 符 U[R(a,p,y)] 的 集合 是 转动 群 80s 在 态 空间 中 的 表 
示 , 即 对 于 


RuRi = Rs (16) 
存在 U(R)V(R) = UVU(RR) = VU(Rs) (17) 
式 中 Bi 三 Rapisp): TCD) 三 DLR Pi]， 

j 一 1 2;3，… (18) 


令 1j,m) 是 了 和 J 的 共同 本 征 态 , 转 动 后 的 态 为 ULE(a,， 
7)]1j,m). 考 虚 到 J? 与 了 的 每 一 个 分 量 都 对 易 , 则 由 (11) 式 可 得 
[J2,UCRCa, py) = 0 (19) 
将 及 作 用 于 转动 后 的 态 ULR(a,B,7)]1j,m) ,得 到 
VU[RCa,B,7) jm =ULR(a, psy) J? Nj,m) 
一 JG 十 DMRULR(Ga, B,J li,m) (20) 
可 见 ULR(a,B,y)]1;,m) 就 是 J? 的 本 征 值 为 ;(j 十 1) 六 的 一 个 本 
征 矢 . 但 一 般 说 来 ,J 与 VL[E(a,p,y)] 不 对 易 . 因此 , VLR(a,p,y)] 
|ij;m) 一 般 不 再 是 7: 的 本 征 态 ,而 是 /的 各 种 本 征 态 的 线性 选 
加 ,可 写成 
UR) Nj,m) = D1 pRB) jsm) (21) 
了 


为 了 书写 简洁 ,上 式 已 将 VU[R(a,pB,y)] 中 的 宗 量 (a,8, 少 省 上 ,D9 
[LRCoa,p,?)] 亦 可 略 写成 D9.(R), 以 下 的 式 子 都 作 同 样 的 简写 . 
(21) 式 中 线性 组 合 系数 D338) 待 确定 ,它们 是 如 下 的 矩阵 
元 : 
DERAR) = (Cj,m' {UCR) |j,m) (22) 
对 于 固定 的 j, 它 们 是 一 个 2; 十 1 阶 矩 阵 的 元 素 , 因 为 mw 和 m 是 
以 间隔 1 从 一 j 变 到 十 ;的 . 上 式 是 转动 算 符 U0(R) 在 角 动 量 本 征 
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态 |j,m) 和 |j,m > 之 间 的 矩阵 元 . 
现在 我 们 将 (17) 式 左 端 两 个 转动 算 符 的 乘积 作用 于 |j,m》 
上 ,注意 到 (21) 式 便 有 


TCRDUCRD |j,m) =U(Rs) > DER |j,m") 
mm 
= DPRRY) DRAR) |j,m') 
a - 


= DB) {DDIR DLR)) |j,m') (23) 
男 一 方面 ,(17) 式 右 端的 转动 算 符 作 用 于 |j,m) 上 ,得 
UCB) ljym) = DRR) |j,m) (24) 


比较 以 上 两 式 并 注意 到 (17) 式 ,得 到 
DRs) = DI DRAR) DL RI) 


=[DD(R) DR) en (25) 
由 此 得 矩阵 关系 为 
DORs) = DDR DDR) (26) 
我 们 知道 ,一 组 矩阵 如 果 它 们 与 群 元 罕有 着 相同 的 乘法 规则 ， 
则 称 它们 构成 该 群 的 一 个 表示 . 比较 (26) 式 与 (17) 式 和 (16) 式 可 
知 ,矩阵 D9(E) 的 集合 就 是 转动 群 的 表示 . 即 对 于 每 一 个 以 (a,8， 
”) 为 参数 的 转动 R(a,p,?) ,都 有 一 个 矩阵 元 为 D9(a,p, 思 的 矩阵 
DW (a,p,7y) 与 之 对 应 ,这 些 和 矩阵 构成 一 个 2j 十 1 维 的 表示 . 对 于 每 
一 个 7 有 一 个 表示 . 我 们 称 p59(a,p,y) 为 转动 矩阵 . 
为 求 DS(a,p,?) 的 明显 表达 式 ,将 (11) 式 代入 (22) 式 得 到 角 
动量 表象 中 D 品 (ap, 力 的 矩阵 元 : 
D(a,B,y) =(j,m' IULRCa, B,y)]1j,m) 


=(j,m |e-Fee-ie ei | j,m) 


=eTieeim (jm |e-he |j,m) (27) 
e 二 mw 在 这 种 表象 中 不 是 对 角 的 , 令 它 的 抢 阵 元 为 c 虽 (AP), 即 
(8) = (jsm' le |j,m) (28) 
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这 样 ,27) 式 便 可 表 为 
D(a, By) = ee md.(p) (29) 
由 上 式 可 知 ,矩阵 元 D 级 (o,p,7 对 和? 的 依 噩 关系 是 明显 的 ， 
但 其 中 ap(p) 的 计算 却 相当 困难 . 维 客 纳 作出 了 agpCa,p,7) 的 计 
算 @ 函数 D 织 (c,p,7 称 为 维 格 纳 通 数 ,或 推广 的 球 谱 函数 ,或 六 
函数 . 
在 第 一 篇 第 四 章 $ 7 中 求 出 了 D 如 Ca,8,y) 的 明显 表达 式 . 现 
给 出 j= 去 和 j=1 时 的 af(P) 和 本 <(P) 如 下 ， 
cm 且 sm 各 


2 


ay2(B) 一 (30) 


— sin Z co 各 
[十 cos sinp 1— cosp 
| 2 V2 2 
| es ap 1 
Du。(p) 一 7 cosp Vz (31) 
1—cosp — sing 1 十 cosp 
2 VE 2 
矩阵 D(a,p,y) 的 集合 构成 三 维 转动 群 的 一 个 表示 . 当 5 是 
整数 时 ,此 表示 是 单 值 的 ;而 当 ; 为 半 奇 数 时 ,此 表示 是 双 值 的 . 为 
了 说 明 这 点 ,我 们 考虑 6 一 ?一 0 的 一 个 转动 ,这 时 (29) 式 变 成 
D(a,0,0) =e-” “wo 


@-in 


emis-be 0 
= 相 酌 (32) 


0 
因为 转动 2r 等 价 于 不 转动 ,对 于 a= 2r, 当 j 是 整数 时 ,(32) 式 给 


@ 参阅 Eugene P. Wigner, Group Theory and Its Application to the Quantum 
Mechanics of Atomic Spectra,Chapter 15. 
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出 一 个 单位 矩阵 ;但 当 j 是 半 奇 数 时 , (32) 式 给 出 一 个 负 单位 抢 
阵 . 故 当 j 为 半 奇 数 时 , 恒 等 算 符 既 用 单位 矩阵 又 用 负 单 位 抢 阵 来 
表示 . 对 应 于 半 奇 数 7 时 的 角 动 量 矩阵 不 能 表示 纯 轨 道 角 动 量 , 它 
们 只 在 有 自 旋 时 出 现 ,而 自 旋 则 纯粹 是 粒子 的 量子 力学 属性 . 

3. 转动 群 表示 的 约 化 和 不 可 约 表示 

前 面 说 过 ,D%(a,p,7) 是 转动 算 符 Z[R(a,p,?)] 在 角 动 量 本 
征 态 |),m? 和 |1j,m' ?之 间 的 矩阵 元 ,转动 矩阵 Do Ca, 8,7) 的 集合 
{D(a,p,y)} 构 成 转动 群 80 的 表示 . 一 般 地 说 ,如 果 在 态 矢量 空 
间 中 取 定 某 一 表象 , 即 取 定 一 组 正 交 归 一 和 完备 的 基 {ls}, 则 每 
一 个 转动 算 符 二 VU[R(a,p,,%)] 就 能 表示 为 一 个 矩阵 : 

Di= Dm,pis7) = 2 1a) alUila') a | (33) 
通常 把 刀 称 为 转动 矩阵 . 显然 ,转动 矩阵 DCa,B,y) 的 集合 {D(a， 
p,?)} 构 成 群 ,这 是 因为 p=B 对 应 于 VU=8,D"! 与 V7! 对 应 ,而 且 
DiDs 与 VV 对应: 
DiDs = Dy la) balUi la) a | Slay GarlDalar) (ar| 


= Sla) lalvVivzla) (al (34) 


我 们 把 这 个 群 称 为 转动 算 符 的 矩阵 表示 ,也 就 是 转动 群 0 的 表 
示 . 这 个 表示 抢 阵 的 维 数 称 为 表示 的 维 数 , 因为 (33) 式 的 维 数 是 无 
限 的 ,所 以 ,转动 群 30; 的 表示 {DCa,p,7)} 也 是 无 限 维 的 ，. 

现在 过 渡 到 角 动量 表象 , 基 矢 为 {| im)] ,7 一 0 到 ,1 
== 一 j) 一 证 1…,j 一 1 二 在 此 表 条 中 ， 


p= PP sm CF sm Djsm) (jsm| (35) 
注意 到 (19) 式 ， 口 不 改变 总 角 动 量 量子 数 j, 故 
《ol Uj,m) 一，D807 (36) 


DE = (jm |U lj,m) 
与 (22) 式 相同 ， 
这 样 , (35) 式 变 成 
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D 一 > 之 ljsm ) Dj,m| 


一 多 Do (37) 
E 
式 中 Do = Dljism ) DR, ml (38) 
pr 


(37) 式 表 为 
万 一 Do 十 Da/2 十 DO) 十 … 


Do et 
2 1 0 [入 员 0 
| 一 
本 | 十 DT 
0 ' 


ba el 


一 ee (39) 


式 中 左边 的 了 是 整个 角 动 量 空间 中 的 矩阵 , 维 数 无 限 , 它 可 以 表 
为 块 对 角 甜 阵 形式 , 故 右边 的 D9 是 (2j 十 1) 维 子 空间 中 的 矩阵 , 维 
数 /=2; 十 1=1,2,3,…. 对 于 不 同 的 ),D9 属 于 不 同 的 子 空间 :DC@ 
属于 一 维 子 空间 ,Da2 属 于 二 维 子 空间 ,DG 属于 三 维 子 空间 ,等 
等 . 

块 对 角形 式 的 (39) 式 就 是 矩阵 的 直 和 ( 见 第 一 篇 第 二 章 
§ 12), 记 作 


Ds po 一 Do 图 Da 四 Do 力 … (40) 


i 
由 此 可 见 , 把 表象 变换 到 角 动 量 表象 时 ,表示 {DCa,8,y)} 分 解 
为 各 个 表示 {D(a,p,y)} 的 直 和 . 这 种 表象 变换 的 手续 称 为 表示 
的 约 化 .表示 {{D? (a,p,y)} 的 维 数 是 2j 十 1 维 的 , 即 DO 是 一 维 
表示 ,DP 是 二 维 子 表 示 ,D 中 是 三 维 表示 ,等 等 . 因为 Z[R(o,p， 
让] 一 般 与 7: 不 对 易 , 故 它 不 能 使 磁 量 子 数 m 保持 不 变 ,因而 DO 
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不 能 进一步 被 约 化 , 即 是 说 , {D9 (a,p,y)} 是 转动 群 的 2; 十 1 维 不 
可 约 表 示 . 因此 ,(40) 式 又 可 理解 为 表示 {D(a,B6,7)} 约 化 为 不 可 约 
表示 {D(a,p,7)} 的 直 和 . 


$4 两 个 角 动 量 的 耦合 


1. 总 角 动 量 的 定义 及 其 性 质 
在 经 典 力学 中 ,如 果 一 个 体系 具有 角 动 量 1, 另 一 个 体系 具有 
角 动 量 J, 则 看 合体 系 的 总 角 动 量 简单 地 就 是 
J 一 卫 十 了 (1) 
在 量子 力学 中 ,7 和 J 都 是 算 符 , 且 满 足下 列 对 易 关系 : 
X= i 
J X J, = thf, } 
因为 和 和 J。 作用 于 各 自 的 体系 ,我 们 就 假定 它们 之 间 是 可 对 易 
的 ,由 此 可 以 得 到 


(2) 


JXJ= 
或 [T= [D7] = JT] = (4) 
可 见 J= 刀 十 J 也 满足 角 动量 的 一 般 意 义 , 所 以 了 也 是 一 个 角 动 
量 , 称 为 耦合 体系 的 总 角 动量 . 
设 7f 及 J 的 共同 本 征 矢 为 |1,m) ,有 3 及 J 的 共同 本 征 矢 为 
|,mz》, 则 有 
Tim) = N+ DP | m) ] 
Taljismy 一 m1 ,m1) 


0 | (5) 
Tj m2) = jjz 十 DR | js,m) 
Jaljasma) = mir| jz, m2) J 
而 ,m1) 和 js,m2) 的 直 积 
[1 jm19m2) = | m1) | jz》 (6) 


则 是 好 ,7 和 最 ,Js 的 共同 本 征 矢 ,组 成 正 交 归 一 的 完全 系 ,它们 

构成 (2? 十 1)(23z 十 1) 维 直 积 空间 的 一 个 基 , 这 是 因为 给 定 族 和 

庆 时 有 (2? 十 DC2jz 十 1D) 个 本 征 矢 | 入 ,7mayma), 以 它们 作 基 矢 的 
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表象 叫 非 耦合 表象 . 
这 (271 十 1) (2 十 了 ) 个 本 征 矢 按照 群 80 的 两 个 不 可 约 表 示 
的 直 积 表示 D696@9D42 变 换 , 此 表示 可 约 化 为 不 可 约 表 示 的 直 和 : 


证 
DI @ pdb = DO (wg) 


J 
其 中 每 个 不 可 约 表示 DO 出 现 一 次 .上 式 称 为 克 菜 布 许 - 高 登 
(Clebsch-Gordan) 级 数 ， 
两 个 角 动量 相 加 的 问题 就 是 已 知 两 角 动 量 的 本 征 值 和 本 征 
矢 , 求 总 角 动 量 的 本 征 值 和 本 征 矢 . 
现在 考虑 
二 开 十 并 十 2 大 (8) 
因为 及 和 六 与 外 1 和 J 的 全 部 分 量 都 对 易 ,因而 也 限 了 的 每 一 个 
分 量 对 易 ,所 以 可 以 证 明 


[73,7] = [72] 一 0 (9) 
及 [725J] = [Jf,7] 一 [7 一 0 (10) 
式 中 J = J J (11) 


由 (9) 式 和 (10) 式 可 以 看 出 ,J?,J,,J? 及 及 构成 对 易 算 符 的 一 个 集 
合 , 因 此 ,它们 具有 共同 的 本 征 矢 , 记 为 |714,j2,j,m) ,从 而 有 
ja》 = (1 十 DR | ja, jm) 
Tj jo jm) = jjz 十 DR | jim 
Tj ja jm) = j + DR |N ,jsj m) | 
Ts lj jjsm) = nf | jj2, jm) 
| 和 1, 训 ,jm) 也 组 成 正 交 归 一 的 完全 系 . 以 |1, 加 ,j,m) 作 基 矢 的 表 
象 叫 耦 合 表象 我 们 的 任务 便 是 求 出 总 角 动 量 ?和 J 的 本 征 值 7 
Gj 十 了 D 如 和 城 ( 即 确定 量子 数 ;j 和 和 mw 的 取 值 ) 以 及 求 出 了 和 J 
的 共同 本 征 矢 |1,j,j,m), 也 就 是 要 找寻 两 组 态 矢 | 有 ,jj,m》 
与 11,j,mi,m2) 之 间 的 关系 . 


(12) 
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现在 ,将 | 加 72, 力 mm) 按 正 交 归 一 完全 系 | 禾 ,jzymymz) 展 开 @ 
[i jm) = DY sj ms me) Cj jos ms mz | jj,m) (13) 


ime 
式 中 系数 ( 力 ,j,mayms|j, jjma) 称 为 C. G. 系数 ,或 维 格 纳 系数 ， 
或 矢量 斐 合 系数 . 上 式 表 示 非 耦合 表象 基 矢 |ju jzyma,msy 与 耦合 
表象 基 矢 |i1,js,j,m) 之 间 的 变换 关系 , 它 是 一 个 么 正 变换 , 矢量 
耦合 系数 就 是 么 正 矩阵 的 抢 阵 元 . 由 (13) 式 可 知 ,， 求 耦合 表象 基 
矢 1, 入 ,jn) 归 结 为 求 C. 6. 系数 . 
将 := 十 Ja 作 用 于 (13) 式 两 边 ,注意 到 
Taljis ja jsm) = ml jo jsm) 
(Ja 十 Ja) [js jam mz) = (m+ mo) | js josmi, m2) 
可 得 
m|N1,j2, jm) 
by Dm 十 oa) [1 jos mi ma) Chi jas ms me | Nj jmn) 


即 


Dn — mi 一 m2) [ji jam ma) (hs josmis ma js ja jsm) = 0 
mm 
(14) 
在 (1 十 1)(2jz 十 1) 维 的 子 空间 中 ,| 六 ,各 ,miym2) 是 (21 十 1)(2jz 十 
1) 个 彼此 独立 的 正 交 基 矢 ,因此 (14) 式 中 所 有 系数 必 为 零 , 即 


Mm 一 mi 一 ma) hj mma lj js jm) = 0 (15) 
由 此 可 知 , 当 和夫 mm 十 ma 时 ( 广 , 和 miyma| 广 ja) 必 为 零 , 只 当 
娘 一 仍 1 十 17n2 (16) 


时 ，( 六 ,jzsmaymaz| 力 加) 才 可 能 不 为 零 . 因此 ， 《13) 式 中 求 和 指 
标 并 非 彼此 独立 的 ,由 (16) 式 知 me 一 和 一 mm (或 4 二 m 一 m2) 故 
(13) 式 可 改写 成 : 


[71 jz jm) 


@ 此 处 采用 Condon 和 Shortley 一 书 的 符号 . 见 E. H. Condon and G. H. Shortley ， 
Theory of Atamic Spectra , Cambridge University Press, 1935. 
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> [ja mm 一 mi) Cj jes mm — mis jojsm) (17) 
En 
或 


上》 
= Disjam 一 masma) Cj jem 一 masma hs hs jm (18) 
2.7 的 取 值 范围 
在 求 C. 9. 系数 (jayrmiym 一 ma| 放 ,jim) 之 前 , 先 求 7 和 六 ， 
记 之 间 的 关系 , 即 确定 ;的 取 值 范围 ,从 而 求 出 卫 和 J 的 本 征 值 . 
因为 m,maymsz 的 最 大 值 依次 是 j, 放 ,j, 而 且 m==h 十 mz, 所 以 
j 的 最 大 值 是 
jx 二 刻 十 各 (19) 
又 因为 m 的 取 值 是 j,j 一 1,…, 一 j 十 1, 一 j 共 2; 十 1 个 值 ,逐次 减 
1, 故 ;的 取 值 也 应 从 和 十 各 开始 逐次 减 1, 即 访 十 入 ,页 十 加 一 1 
十 j 一 2,… ,但 ;的 最 小 值 ju 一 ? 当 六 给 定时 ,mw 取 2? 十 1 个 值 ， 
对 应 于 25 十 1 个 |jma), 同样 ,js 给 定时 ,ms 取 2jz 十 1 个 值 , 对 应 
于 2j 十 1 个 ljzma》 于 是 , 当 六 ,和 给 定时 ,对 应 (2? 十 1D(25: 十 1) 
个 |7jarmmsmaz)? 一 |jyma)|jma), 它 们 构成 (27 十 1)(2jz 十 1) 维 子 
空间 . 男 一 方面 ,由 (13) 式 或 (17) 式 知 | 有 4,j2sj9m) 是 | 有 ,jym,m2》 
的 线性 组 合 , 相 互 独立 的 | 入,j2,j,m) 的 数目 也 是 (27 十 1) (2js 十 1) 
个 ,这 些 | 有 ,js,j,m) 对 应 于 不 同 的 了 和 m. 对 于 一 个 j,m 可 取 27 
十 1 个 值 ,因此 ， 


max 
2(25 十 1) = (2 十 1)(2% 十 1) (20) 
利用 等 差 级 数 求 和 公式 可 求 出 
Fo; 十 1) = (jrmr + 1)? — Ro 
将 上 式 及 (19) 式 代入 (20) 式 得 
jan = (1 — jo)? 
故 jmn 二 | 族 一 各 | (21) 


于 是 , 求 得 ;的 取 值 范 转 为 
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了 一 让 十 因 四 十 让 一 直 站 十 让 一 2 均一 天 | 《22) 
显然 , 角 量 子 数 ; 满足 所 谓 三 角形 条 件 


| 一 和 三 j 壬 族 十 各 (23) 
如 图 7-2 所 示 . 
jm 取信 确定 之 后 , 及 J 的 ; 
本 征 值 问题 便 解 决 了 ( 见 (12) 式 ). 
至 于 求 卫 和 J 的 本 征 夭 , 上 文 提 
到 归结 为 求 C.9. 系数 . 图 7-2 
35.C.G. 系数 的 正 交 关系 
因为 17,7j2 力 mm 和 15jzymayma) 都 是 正 交 归 一 的 , 即 
(72 sm [js ja jm) = Or fwa (24) 
129m m2 | jz m1 ma) = Gum On (25) 
或 (jisjas mm’ 一 mj josmim Oo m) = dmb (26) 


由 此 可 以 得 到 C. 4. 系数 的 正 交 关系 . 因为 (13) 式 中 的 变换 矩阵 是 
么 正 的 ,并 且 为 了 方便 选取 它 的 矩阵 元 为 实数 , 故 有 
hjas mi ma | 1 ja jm)" = (hs farm ma [jij21jsm) (27) 
现 将 (13) 式 代入 (24) 式 得 
5 Dh jorm mah ja jm hs jas mm | ja jm 
人 
Xx (1 jasm19 m2 | 1 j2s jm) 本 [7 
注意 到 (23) 式 及 (25) 式 ,上 式 变 成 
2 
A 
Goa dam hs fom mz | jz Fm) 
= en 
从 而 得 到 


Djasms mal js js sm Fs fas mm | jj) 
mm 
= bj (28) 
为 了 方便 ,规定 
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Chi3jas Fm |jis jas misma) 二 (hs jos m1 ma [js jos jm) (29) 
它们 表示 同一 甜 阵 元 @, 即 表示 (mi,m2) 行 (j,m) 列 元 素 , 不 是 互 为 
转 置 的 元 京 . 这 样 , (28) 式 也 可 表 为 


DY 15 jos 7 sm F115 jas m1 m2) CFs os m1 m2 | jo jm 
9 


= ben (30) 
利用 这 种 正 交 关系 ,可 以 将 变换 式 (13) 式 的 逆 变 换 表 为 
[js m1 m2) = 之 DR OR ER 


= 之 5 pfsm) Ch jas mis ma | jsj m) (31) 
上 式 的 正确 性 验证 如 下 . 将 上 式 两 边 乘 以 ( 放 ， jymasmz| 7 了 ， 
mW ) 并 对 m1,mz 求 和 ， 


左边 = > ) jjoymyma) ji josmym [ji ja mm) 
| 


= |j1,j2, 7 ,mm ) 
右边 = 2 > |j15 32 75m) (Njzs mi mz | jj Im) 


fe 二 
X Ch, ja mim ja 7 mm 》 


= Dj ja, jsm) oes 
EEE] 
= | 有 1,j2, 7 ,mm ) 
下 面 我 们 来 求 0. 6. 系数 的 另 一 个 正 交 关 系 . 为 此 ,将 (31) 式 
代入 (25) 式 ,我 们 有 


2 Di jes sm bis arms me) CA jas ym’ | fj smn) 
jm Fm 
X (js jasmi ma | jz jsm) = Cain On n, 
注意 到 (24) 式 及 (27) 式 ,上 式 变 成 
D7 > his ja sm | ja ms ma) OT em 
Er 


@ 参阅 A. W. Joshi,Flements of Group Theory for physicists,Second Edition,P. 203 
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X Gisjormmalj je jsm) = gmmgnoms 


从 而 得 到 

DY jarjsm [15 jos m1 m2) Ch fam m2 | 19 jo jm) 

EE] 

=6n ,m6n,.m, 5 (32) 

注意 到 (29) 式 ,上 式 亦 可 表 为 

DY jm me) Ch jo jm) jm | jj 

jm 

= nnn (33) 


0.G. 系数 的 正 交 关系 (28) 式 和 (33) 式 也 是 C.G. 系数 的 么 正 
性 和 实数 性 的 反映 ， 

4. C. 6. 系数 的 计算 

为 了 明显 求 得 C. 6. 系数 ,我 们 首先 要 求 得 它们 间 的 递 推 关系 
(recursion relations) ,根据 此 关系 ,各 系数 可 由 其 中 之 一 算出 .为 
此 ,我 们 将 升 算 符 J 了 1 二 J 了 1+ 十 Ja+ 作 用 于 (13) 式 的 两 边 ,利用 $2 
(24) 式 可 得 

VIGFD—mm+ limt 1) 

DMN FD TE mm t+ Dj jem 十 1,m2》 

ma 

十 MijzCjz 1) — mlmz tt 1) jj2smismz + 1)} 

X C13 jm m2 | D1 jasj ym (34) 
现在 ,我 们 将 上 式 右 端 第 一 项 中 求 和 变量 改 为 w= 十 1 而 保留 
mz 不 变 , 在 第 二 项 中 将 求 和 变量 改 为 邓 一 mm 十 1 而 保留 mi 不 变 ， 
这 时 第 一 项 成 为 

站 也 


RATCE DT Dm, jm m) 


同一 一 帮 十 1 。 ma 一 一 让 
X Fjosm 一 lmzljs jsjsm) 7 
由 上 式 可 看 出 , 当 由 一 户 十 1 或 一 六 时 ,平方 根 等 于 零 . 因此 ,mi 的 
求 和 范围 可 改 为 一 六 至 刻 而 不 影响 求 和 的 结果 . 最 后 ,将 mi 改写 
成 m, 则 上 式 成 为 
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也 


3 
2» VT Dm mj jm m2) 


bi pis De 


X Cjisjhsmmi 一 mal,jo jm) 


(34) 式 中 第 二 项 可 同样 处 理 , 得 到 


> DM + D — malma — Nj jsm ma) 
ms 


X jij29m1 m2 一 1 jj2I,m) 


于 是 , (34) 式 变 成 
MIG+D)— mm+t+ Dlj,m+t 1) 


一 > (Ni 二 1) Oo— mm — 1)|j, jmsm2) 
电 


X jyjormi 一 mz|ji, js jm) 
二 2 ~ jalj 十 一 m2(m2 i [1 725 m1 m2) 


X hrjormmz 一 11jij jsm) (35) 
用 1,72,7 ,mw ) 右 乘 上 式 两 端 ,并 利用 正 交 归 一 化 条 件 (25) 式 ,最 
后 将 ->maym2 一 ma 便 得 到 


VICG+ 1) — mmt Dl jmmalji) jj 十 1》 


=MViG DD — mon Dj jm — 1mz| jj2jm) 
十 Mh DD — malmz — IDD jesm ma — 1|71, jesjsm) 
(36) 
或 MO 一 mGTFmt Dn jemomzlj jjsm + 1) 
= mR mF TD josm — m2) jo jsm) 
十 MOF ma) Cj — mT TDs jmsmz — 1|j1j2, jm) 
(37) 
与 此 类 似 ,用 降 算 符 J-== 儿 -十 Jo- 代 替 J 了 + 作用 于 (13) 式 两 
端 ,并 遵 特 与 上 述 相同 的 步骤 ,我 们 得 到 另 一 个 递 推 关 系 式 ，: 


MICG+ 1 — mm oo Djjsm mj js jm — 1) 
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=MViG+t Do mm tt Djsm + ,mz|ji, je jm) 
+ Mi 1) — mmz + DNs jsmisimz + 1 171,j2sj,m) 
(38) 
或 MGTFmG— m+ Dj josm mz jz,jsm) 
=VO mt mT Tjom + ,ml hs ja,jym) 
+ MG — mt mt Ths jm mt ij, jm) 
(39) 
利用 C.G. 系数 的 递 推 关系 (36) 式 和 (38) 式 ,只 要 知道 其 中 一 
个 系数 ,就 可 推算 出 其 余 的 系数 . 例如 ,只 要 知道 m= 坟 十 j; 时 的 系 
数 ,就 足以 推算 出 所 有 的 C. G. 系数 ， 
人 h 三 族 十 如 的 0. G. 系数 可 用 如 下 方法 求 得 ,和 = 一刻 十 元 是 台 的 
最 大 值 , 仅 当 ;也 取 其 最 大 值 闷 十 因 时 才能 出 现 这 种 情况 ,这 时 ， 
从 三 j 二 几 十 jz, 注意 到 选择 定 则 |m| 寺 j 及 m=m 十 mz 可 以 看 出 ， 
(13) 式 中 不 为 零 的 C. 4. 系数 只 有 mm: 一刻 和 到 一 大 的 那 一 个 , 因 
此 ,(13) 式 变 成 
15325 和 十 庆 ; 扩 十 jo》 
| jz 72) 《1 jz 入 jz| 庆 jz; 入 十 因为 十 2》 (40) 
现在 ,因为 态 矢 | 有 ,jz) 放 十 和 ;入 十 各) 和 1, 各 ,六 1,j2) 都 是 归 一 化 的 ， 
所 以 上 式 中 C.G. 系数 只 能 是 一 个 模 为 1 的 复数 es 一 般 选 取 6 一 
0, 即 取 0.G. 系数 为 实数 .于 是 得 到 
《Cs 训 坟 庆 | 放 ; 训 六 十 各! 六 十 训 ) 二 二 1 (41) 
或 简写 为 
《Njosjn9j| 及 十 各; 入 十 j) 三 1 (42) 
《ml 一 Jima 一 j 上 一 访 十 加 一 六 十 je) 一 1 (43) 
这 就 表明 , 当 m=j= 记 十 加 时 出 现 m 的 最 大 值 ,而 且 在 此 情 
况 下 只 存在 一 个 等 于 1 的 C.G. 系数 . 
下 面 我 们 讨论 如 何 构造 0. G. 系数 矩阵 
我 们 已 经 知道 ,线性 独立 的 非 看 合 表象 的 基 矢 | ,josm ,m2》 
有 (2 入 十 1)(2jz 十 了 个 ,它们 构成 (271 十 1) (2jz 十 1) 维 子 空间 ;线性 
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独立 的 耦合 表象 基 矢 |jo jz,j,mm)? 也 有 (2? 十 1)(27?z 十 1) 个 ,构成 同 
样 维 数 的 子 空间 . 因此 ,C. G. 系数 (jjzmamzljyjzyjm) 抢 阵 也 
有 (C2 十 1) (2jz 十 1) 行 和 列 .但 我 们 将 表明 ,此 和 矩阵 又 可 分 为 若干 
个 子 和 矩阵 (submatrices) , 即 C. G. 系数 的 (27i 十 1)(2? 十 1) 维 矩阵 可 
约 化 为 一 些 较 小 的 矩阵 的 直 和 ,每 个 容许 值 m=mi 十 mz 对 应 于 一 
个 子 和 矩阵 ,由 (41) 式 可 知 , 有 一 个 1|X| 的 子 和 矩阵 对 应 于 m 和 ;的 最 
大 值 m= 族 十 各 和 j== 坟 十 jo 
翅 的 下 一 个 最 大 值 是 m= 坟 十 jo 一 1 由 |m|<j 可 知 这 个 m 值 
属于 j= 坟 十 和 或 j= 放 十 和 一 1. 又 由 各 一 各 十 ma 可 知 ,m 二 及 ?m2 
二 有 一 1 或 仙 == 放 一 1,mz 二 jo 这 表明 ,两 个 终 态 | 为 十 和 ,为 十 客 一 17 
和 | 十 ?一 1, 四 十 ?一 1 都 只 是 两 个 初 态 | 力 ,72 一 1) 和 |77， 
族 一 1,7:) 的 线性 组 合 .于 是 ,(13) 式 变 成 
[十 各 ; 放 十 和 一 1 
三 |jjo 有 一 《i190 如一 1| 六 十 jo 十 二 一 1》 
十 [jap 入 一 11572) 《jjos 及 一 1 反 | 放 十 各 入 十 加 一 1》 
(44a) 
和 
| 十 各 一 此 坟 十 加 一 1) 
=| 有 jo 有 7 一 175jasN72 一 1 族 十 和 一 放 十 和 一 1) 
十 | 上 95 太一 1 和) (9jo9 入 一 11982 十 各 一 1 放 十 各 一 1) 
(44b) 
因此 ,在 C. 9. 系数 秆 阵 中 ,第 二 行 和 第 三 行 以 及 第 二 列 和 第 三 列 
的 元 京 中 不 为 零 的 系数 只 有 两 个 ,构成 2?X2 子 矩阵 
利用 递 推 关系 (38) 式 可 算出 (44a) 式 中 的 C. G. 系数 . 令 (38) 
式 中 吉 二 有 ,m2 二 有 一 1,m 二 j== 族 十 如， 则 可 求 得 
《和 各 一 1 天 十 各 及 十 加 一 了 一 | 志 闪 天 《45) 
与 此 类 似 , 若 令 (38) 式 中 ,mm 一 六 一 lmz 一 入 和 一 7 一 六 十 和 2, 则 可 求 
得 
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和 i 时 hn 
《jjos 凡 一 11jo| 和 十 jo 入 十 训 一 1》 请 各 (46) 


(45) 和 (46) 式 是 ?一 访 十 因 和 和 一 六 十 7 一 1 的 两 个 C. G. 系 
数 . 还 有 两 个 C. 6. 系数 是 w= 族 十 jo 一 1 和 j== 记 十 加 一 1 的 ,它们 
可 以 利用 正 交 关系 (24) 和 (25) 式 算出 ， 
为 了 闹 明 计算 步 允 ,我们 在 表 中 列 出 所 考 虚 的 矩阵 元 ,用 a 和 
5 分 别 表示 (45) 式 和 (46) 式 的 矩阵 元 . 
表 1 0C.G. 系 数 的 计算 


六 十 因 坟 1 十 各 六 十 和 一 1 


a 
人 1 十 J2 47) 
b = /一 

让 十 (48) 


待 求 的 矩阵 元 用 。 和 上 表示 , 则 由 (7,7 一 1) 行 的 归 一 化 条 件 给 出 
az 十 c: 一 1 ,注意 到 (47) 式 , 则 得 


CR 
“一 十 克 和 
与 此 英 似 ,由 (一 1,52) 行 的 归 一 化 条 件 如 十 ?=1 可 求 得 
d= (50) 
Th 


所 考虑 的 两 列 的 正 交 性 则 要 求 十 一 0, 即 6 一 一 2 之 一 一 4 
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~ Pa/je 这 表明 。 和 ?都 是 实数 且 符 号 相反 . 这 里 又 有 一 个 符号 的 
任意 选择 问题 ,这 是 按照 下 述 惯例 确定 的 :这些 元 素 中 的 第 一 个 . 
也 就 是 能 让 7? 一 mm 一 六 且 一 般 形 式 为 (Ti 一 站 1 的 那 
一 个 元 素 定义 为 正 实数 . 由 此 得 出 


二 


《51) 


| 
4 二 jj 一 4149j2| 庆 十 训 一 入 十 各 一 1) 二 一 2 
(52) 
现在 我 们 再 考虑 n= 几 十 jo 一 2 的 情况 . 这 个 m 值 属于 5) 一 5 
J 一 1 十 jo 一 2, 且 Gm; sm) = (jjo—2), (NO—1, jm—1), Cj 
一 2,j2) ,因而 给 出 3X3 子 矩阵 .将 (45),(46), (51) 和 和 (52) 诸 式 应 
用 于 (38) 式 可 求 得 前 两 列 (j= 坟 十 和 入 十 一 1). 利用 行 的 正 交 
归 一 性 可 求 得 最 后 一 列 (j= 坟 十 j 一 2 二 mm) , 归 一 化 过 程 又 导致 一 
个 任意 的 符号 , 它 是 由 下 述 惯例 确定 的 :最 后 一 列 的 第 一 个 元 素 要 
为 正 实数 . 
重复 上 述 步 又 即 可 确定 所 求 和 矩阵 的 其 余子 矩阵 . 如 果 用 mm 的 
降序 标记 列 时 , 子 矩 阵 的 阶 (rank) 从 1 开始 逐次 增 大 1, 达 到 最 高 
阶 后 ,保持 一 个 或 多 个 同 阶 的 子 矩阵 ,然后 阶 数 逐次 减 小 1, 直 至 
最 后 一 个 1|X| 子 矩阵 (对 应 于 m= 一 jh jes j= it jarm: = — jm 
三 一 j2).0.G, 和 矩阵 将 是 分 块 对 角形 式 的 . 
按 上 述 方法 ,原则 上 可 以 把 所 有 C. 6. 系数 求 出 ,但 这 种 作法 
是 很 繁 的 , 在 实际 上 ,我 们 有 更 方便 的 公式 来 计算 它们 ,而 平常 使 
用 它们 时 ,有 现成 的 表 可 查 . 下 面 列 出 几 个 C. 6. 系数 表 . 
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,1 
Ns 2 


= 二 


> 


表 2 C.G. 系 数 矩阵 


(a 
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(〈c) 广 一 7 一 1 


[练习 1] 直接 利用 降 算 符 J- 王国 - 十 Jaz- 求 | 及 十 入 为 十 加 一 1》 
的 展开 式 , 即 求 C.G. 系数 人力 , 放 力 一 1 因为 十 放 玫 十 ?一 1 和 《hi， 
2 一 于 | 广 十 和 六 十 和 一 1》 设 已 知人 (jay 因 | 访 十 入 ) 访 十 和 ?一 
1, 


5. 2 一 寺 , 任 意 时 0.6. 系数 的 计算 


作为 例子 ,直接 利用 升降 算 符 的 性 质 计算 访 = 去 汶 任意 时 
C.G. 系数 ， 
设 卫 和 J 的 本 征 方程 为 


Mee R 
Ti mm) 一 入 | 入 到 ,ma 
1 1 (53) 
Js|hh ;sn 三 mh | 有 ,2m 
po 
将 | 放 , 诗 入) 按 | 二 , 喜 , 丰 一 m2sms) 展 开 
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1 去 4, 轴 》 二 Blin tmzs m2) 


(54) 
x 人 本 徊 一 rmasmmz | 入 ,去 145m》 
为 简洁 起 见 ,省 咯 元 和 元 == 记 不 写 ,上 式 成 为 
|4,m) = Dim 一 m2,m2) Cm 一 m2s m2| |4,m) (55) 


由 于 放 一 上 ,ms 的 可 能 什 是 m= 去 ,一 证 .于 是 ,上 式 变 成 


am》 一 四 一 到 于 ?人 一 去, 半 12my 


1 
人 2 

1 1 1 
十 |m 十 了， 一 豆 ) 人 十 本， 一 到 12m》 


=ctie|m 一 玛 , 到 》 十 c-vz|zm 十 立 ， —) (56) 


式 中 c+1/2 三 (和 u 一 1 |4,m) 


到 2 


c-1/2 三 (mn 十 去 ， 去 12omy (57) 


是 待 求 的 对 应 于 mo 到 和 一 志 的 C.G. 系数 ， 
注意 到 
P= 二 J)?= J 十 六 十 21 :J 
三 开 十 最 十 +472 十 Ji-J2r 十 271r]2 (58) 
将 上 式 作用 于 (56) 式 ,利用 8 2(24),(25) 式 及 并,J1.,J8,J2 的 本 征 
方程 , 便 有 


下 证 
Ji+vyz-|mm 王 ' 本 ) 


\ 


1 1 
=J1+|m— Je-| 互 》 


. 0 
一 人 一 辣 十 于 Ci 十 下 十 音 计 四 十 去 济 一 了 
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二 扩 一 十 雪 ) Gj 十 mm 十 去 ) 相 Im 十 去 ,一 去 》 


1 
Ti-Jzt lm 二 于 3) 


a 
= JJGi+m+ 到 Gi 一 m 二 二 Nm 一 坪 ， 


SI 


》 


JitJ2- | 和 十 立 ， 一 去 ) 一 0 


以 及 
iezlm 一 到, 二) = 去 tm 一 去 ) 训 Im 一 去 注 》 
Js|mn 十 雪 , 一 讨 ) = 一 评 (m 十 去 ) 加 |m 十 去 ,一 闻 ) 
人 一 去, 二) == 坟 (十 1D 各 |m 一 让 ,二 》 
fm 十 去 ,一 圭 ) = 十 1D 如 mn 十 村， 一 十) 
A 
好 Im 十 去, 一 去 ) = 了 rm 十 让 ,一 十 ) 
于 是 ,对 (56) 式 作用 的 结果 是 


J?2|4,m) 


一 {c+yz[i(h 十 1) 十 于 十 m] 


+ ein {9 十 而 十 直 )( 坟 一 m 十 二 )) 训 Im 一 去 ,让 》 
士 《{c-uvz[7Cn 十 1) 十 二 一 m] 
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十 ch | Gi 一 由 十 二 (十 m 十 En 十 至, 一 去) 


注意 到 (53) 式 第 一 式 便 得 到 
Al4,m> 


(59) 


={onainG 中 十 于 十 mj 


5 RS 1 Im— ,1) 
十 e-ya 名 十 本 十 到) 图 一 下 十 到) 22 
+{ew[iGi+D+ 于 一 由 


[ 1 1 
tonn am+ 册 +e+ 到 mt+ 计 = 


(60) 
用 人 mn 一 去, 到 | 左 乘 上 式 并 利用 正 交 归 一 化 条 件 ,得 | 


Am— 吝 : 诗 12m) 


一 oz[iG 二 1D 十 于 十 中 


二 cia/ 全 十 mm 十 去)Gi 一 二 二 二) 


由 (57) 式 可 知 ,4m 一 去 , 广 |4,m) 二 exis 于 是 上 式 成 为 


con 一 CTD+ 才 十 呆 } 


二 a(- Ja 十 各 十 二 )( 庆 一 m 十 Db)= 0 (61) 
用 tm 十 译 , 一刻 | 左 彩 (60) 式 并 利用 正 交 归 一 化 条 件 得 


1 b 
和 (mm 十 本 ,一 到 12 如》 
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= 十 D 十 于 一 四 


十 chm | Gi 一 辣 十 去 )(i 十 十 二 ) 


注意 到 (57) 式 ,上 式 变 成 
Ne 
oo- 全 一 十 豆 )( 十 mm 十 
+ oul 4 一 CiG+D+ 李 一 四 } =0 (62) 


(60) 式 和 (62) 式 是 关于 ctuayc-uyz 的 齐 次 线性 方程 组 ,有 非 零 解 的 
条 件 是 系数 行列 式 等 于 零 , 即 


|/ 
主攻 1 二 1 ES 1 
方 一 由 十 王 )( 因 十 加 十 本 》 和 一 六 (为 十 1 一 可 十 亚 


0 (63) 
解 之 得 4 一 ji 十 D 一 于 = 士 人 hi 十 到 


Ei 丸 一 有 (十 了 十 让 十 和 十 证 


二 (1 十 雪 )G 十 池 ) 


一 0 十 D，7 一 让 十 去 (64) 
EY ee Dh EY 
= 上 4 1 2 
: a y 
一 路 一 二 人 二 到) 
= 十 D，7 一 六 一 村 (65) 


这 样 ,我 们 便 求 得 了 了 的 本 征 值 为 ;5 十 1 大, 即 (53)? 式 第 一 式 应 
改写 成 
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| 六 诗 沁 m) 一 5 十 了 本 | 六 坦 ，》 | 


a+ 证 | (66) 
A sd 
ji 3 ] 


现 将 4=j(j 十 1) 代 入 (61) 式 得 
cro[G+D 一 ?Oh+D 一 本 一 由 


二 ea GT+m+ 二 DG 一 m 二 过 一 0 
a eh 1 
j++ Dhh+t+D-T—" 
(67) 


C-1/2 二 +12 一 一 
十 加 十 雪 ( 坟 一 十 雪 ) 


将 4=j(; 十 1) 代 入 (62) 式 则 得 
jG 十 上 一 及 十 二 一季 十 加 
(68) 


由 此 得 


C+1/2 二 C—-y2 


/totnth 


为 了 确定 cpp 和 c-yz, 还 必须 利用 归 一 化 条 件 : 
letyzl? 十 |c-yzl*:=1 
由 (68) 和 (69) 两 式 , (或 (67) 和 (69) 两 式 ), 可 求 cp% 和 ciyz 
为 此 ,将 (68) 式 平方 代入 (69) 式 得 
G+ DD 一 十 DD 一 子 十 mJ 


(69) 


|e-1zl T I 十 1r=- 1 
(入 十 现 十 本)( 记 一 mn 十 至) 
车 选取 -vs 的 相 因 子 中 的 a 二 0, 即 取 c-wz 为 实数 , 则 由 上 式 可 


求 得 
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-w= 


全 十 m 十 南 ) 二 一 m 十 下) 十 DG 十 D 一 5 十 D 一 村 十 三 


(70) 
代入 (68) 式 得 


二 
jC 十 DD 一 有 ( 因 十 DD 一 地 十 


(十 四 十 雪 ) 信 一 mm 十 雪 ) 十 中 G 十 DD 一 有 十 DD 一 证 十 


CD 
当 j== 记 十 去 时 ,(70) , C71) 两 式 中 的 
jG 十 一 记 信 十 DD 一 证 十 m= 话 十 加 十 可 
于 是 ,(70),(71) 两 式 变 成 
人 站 重生 二 
Tl (72) 
2 筷 十 玛 
-12 一 1 pe (73) 
当 j 一 站 一 去 时 
jG 二 了 一 hi 十 D 一 于 十 可 一 一 仿 一 十 南 ) 
于 是 ,(70), (71) 两 式 变 成 
太一 人 十 到 
i (74) 


访 十 可 十 去 
= (75) 
现 将 所 求 得 的 C. 4. 系数 列表 如 下 : 


表 3 (和 于 mm 一 mm 入 二 ,hm) 表 


-1/2 一 


使 用 上 表 时 注意 ,如 果 是 


jm) = > mm 一 mzsma) Cm 一 mas mz| jm) 


则 用 横行 ,对 ms 求 和 ;反之 ,如 果 是 
Im 一 m2,m2) = Djsm) jmlm 一 m2,m2) 
则 用 纵 询 ,对 j 求 和 . 
利用 已 经 求 得 的 C. G. 系数 (72) 一 (75) 诸 式 , 代 回 (56) 式 , 便 
得 到 总 角 动 量 的 本 征 矢 : 


当 j 一 二 到 时 ， 


ob wo 1 
‘本: 放 十 2°m) 一 


广 -- 
| 生 汪 本 下 汉 
i 1 1 
ty 237 FI | 到 和 十 误 , 一 王 ) 
(77) 
[ 例 全 当 坟 =1 时 ， 
让 十 村 一 也 3,1, 工 3 
小 十 也 2， TTD 7， 六 
是 
vI 2 2， DE 2 


由 (76), (77) 式 算出 C.G. 系数 列表 如 下 : 
表 4 一 1,= 雪 的 0.G 系数 表 
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[ 例 2] 当 坟 = 计时 ， 


[+ 二 =1， m=1,0, 一 1 


j= 
放 一 二 =0，m=0 
由 (76),(77) 式 算出 C. 6. 系数 列表 如 下 : 


表 5 = 去, 二 的 0.0. 系 数 表 


[练习 2] 利用 升 . 降 算 符 的 性 质 和 态 矢 的 正 交 归 一 化 条 件 ， 
直接 计算 有 一 1, 罗 一 去 时 的 0.6. 系数 ,并 与 表 3、 表 4 比较 . 
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第 八 章 散射 理论 


散射 问题 就 是 量子 磁 擅 问题 . 散射 理论 是 量子 力学 的 基本 理 
论 . 海 森 堡 于 1943 年 引入 的 S- 矩 阵 理论 或 形式 散射 理论 (formal 
scattering theory) ,就 是 散射 理论 的 核心 . 这 个 理论 不 但 适用 于 弹性 
散射 ,也 适用 于 非 弹 性 散射 ; 既 适 用 于 非 相 对 论 情况 ,也 适用 于 相 
对 论 情 况 .散射 问题 的 中 心 内 容 是 计算 散射 粒子 的 跃迁 几率 和 散 
射 截 面 ,从 而 与 实验 进行 比较 . 散射 实验 是 研究 微观 粒子 运动 规 
律 \ 相 互 作用 以 及 它们 的 内 部 结构 的 重要 手段 ,在 原子 、 原 子 核 及 
基本 粒子 物理 学 的 发 展 中 起 着 重要 的 作用 . 

在 一 般 的 量子 力学 教材 中 ,对 势 散射 的 分 波 法 和 玻 恩 近似 法 
都 有 详尽 的 介绍 ,本 章 进 一 步 介 绍 势 散射 的 格林 函数 法 ,并 把 主要 
精力 放 在 形式 散射 理论 上 . 


81 一 般 描 述 


在 散射 过 程 中 ,如 果 入 射 粒子 (incident particle) 和 靶 粒 子 
《target particle) 的 内 部 态 都 未 发 生 改 变 ,因而 入 射 粒子 与 靶 粒 子 的 
相对 运动 能 量 没有 改变 , 便 称 为 弹性 散射 (elastic scattering or 
elastic collision) ,否则 ,就 称 为 非 弹性 散射 (inelastic scattering )， 

散射 问题 的 理论 计算 ,以 使 用 质心 坐标 系 为 宜 . 当 引 入 质心 坐 
标 系 之 后 , 便 可 以 把 两 体 问题 简化 为 单 体 问题 . 如 果 入 射 粒子 和 俘 
粒子 之 间 的 作用 力 只 与 它们 的 相对 距离 有 关 , 则 相对 运动 部 分 就 
相当 于 一 个 “粒子 ”( 它 的 折合 质量 为 m= 直 守 三) 在 中 心力 场 中 的 
运动 ,这 样 , 磁 擅 问 题 就 简化 为 一 个 粒子 在 中 心力 场 中 的 散射 问 
题 , 即 所 谓 势 散射 问题 . 
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在 散射 实验 中 ,具有 一 定 动 量 (能 量 ) 的 粒子 , 沿 确定 方向 射 向 
鞠 粒 子 , 由 于 受到 轰 的 作用 而 发 生 偏转 ,然后 射出 .在 初等 量子 力 
学 中 已 经 知道 ,如 果 入 射 粒 子 流 强度 为 W, 则 在 单位 时 间 内 散射 
到 (9,9) 方 位 上 立体 角 d9=sintdbdp 内 的 粒子 数 dN 应 为 
dN = (6,p)Ndg (1) 
式 中 "Ce@,%) 是 比例 常数 ,与 人 射 粒子 的 能 量 、 散 射 中 心 的 性 质 以 
及 粒子 出 射 方 向 (9,p) 有 关 . 在 中 心力 场 的 情形 下 , 则 与 9 无 
关 , 简 记 为 o(9). 在 实验 上 是 测量 ,然后 除 以 入 射 粒 子 流 强度 
N, 从 而 求 得 


(2) 


显然 ,o (6,p) 具 有 面积 的 量 纲 , 称 为 微分 散射 截面 (differential 
scattering cross section). 将 (2) 式 对 所 有 方向 积分 ,得 


ff 2m 
o= |0(0,9)d9 = | |， 0C9,p)sinbdbdp (3) 
J 0 


0 叫做 总 散射 截面 ,o 或 者 o(9,p) 是 一 切 散射 实验 所 测量 的 量 , 所 
以 ,关于 散射 问题 的 理论 计算 就 是 要 求 出 这 些 截 面 ,以 便 同 实验 比 
较 , 量子 力学 处 理 定 态 散射 问题 的 任务 是 ,已 知 入 射 粒 子 的 动量 和 
入 射 粒子 与 地 粒子 间 的 相互 作用 情况 下 , 求 微分 散射 截面 , 即 求 在 
远离 散射 中 心 各 处 发 现 粒子 的 几率 . 

设 散 射 中 心 对 入 射 粒子 的 相互 作用 势能 V(r) 与 时 间 无 关 , 则 
粒子 运动 的 苹 定 户 方 程 为 


oC0,9) = fae 


2 
一 其 Y 学 十 PCD9 一 邑 (4) 
或 (Vi+r y= U0y (5) 
其 中 ee 
2m (6) 
二 下 


在 解 薛 定 兽 方程 时 ,应 当 加 上 与 散射 的 物理 现象 相对 应 的 边 
界 条 件 . 因为 实验 上 观测 被 散射 的 粒子 都 是 在 远离 散射 中 心 处 进 
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行 ,所 以 需要 知道 +7 一品 时 波 函 数 y$ 的 渐 近 形式 (asymptotic 
form). 它 由 两 部 分 组 成 :一 部 分 是 区 写 已 知 动量 的 入 射 粒子 的 平 
面 波 , 另 一 部 分 是 具有 相同 动量 但 波幅 随 (6,w) 不 同 而 异 的 球面 散 
射 波 , 即 

# e+ f(0,9) 空 (7) 


因为 是 弹性 散射 ,所 以 波 矢 * 数 值 不 变 . 

散射 问题 的 显著 特点 是 ,不 需要 解 出 完全 的 解 y, 只 需要 知道 
其 当 >~co 时 的 渐 近 形式 , 即 只 需 知道 (7) 式 中 的 f(9,9). 初等 量 
子 力学 中 已 经 证 明 

ol0,9) = |f(0,9)|? (8) 
f(9,p) 称 为 散射 振幅 (scattering amplitude). 

由 (8) 式 可 见 , 求 微 分 散射 截面 (或 炊 角 分 布 ) ,归结 为 求 散射 
振幅 ,所 以 ,散射 问题 的 中 心 是 计算 散射 振幅 f(0,9), 而 (6,p) 
的 具体 形式 是 通过 解 薛 定 谓 方程 从 >co 时 少 的 渐 近 形式 中 得 
到 . 

在 中 心力 场 中 ,f(6,9) 与 9 无 关 , 简 记 为 (0). 


82 势 散射 的 格林 函数 法 ， 积 分 方程 


1. 格 林 涵 数 (Green’*s function) 的 一 些 简单 知识 
设 有 线性 非 齐 次 (inhomogeneous) 方 程 


Ly(z) = p(z) GD 
也 为 线性 算 子 ,p(z) 为 已 知 函数 . 这 个 方程 的 通 解 形式 上 可 表 为 
pz) = polz) 十 Lip(z) (2) 
其 中 ph(z) 是 齐 次 (homogeneous) 方 程 
Eyolz) = 0 (3) 


的 通 解 ,Z"P(z) 是 方程 (1) 的 任 一 特 解 ,满足 所 给 问题 的 边界 条 
件 . 现在 我 们 来 求 此 特 解 . 根据 5 函数 的 性 质 , 有 
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plz) 一 [Joe )6(z — z')dz’ (4) 


于 是 Liplz) be )Z-16(z — #1 )dr! 
=|pwe —s)ds (5) 
其 中 已 设 
G(z,7') = Li6(z — 7) (6) 
即 La(z,z) = 6(z — 2') (7) 


上 式 定义 的 C(z,z' ) 称 为 格林 函数 ， 稀 @) 式 代入 (9 吉 ， 就 可 得 到 
非 齐 次 方程 (1) 式 的 通 解 : 


%(z) = polz) 十 人 (8) 


由 此 可 见 ,知道 了 G(r,z') 后 , 非 齐 次 方程 (1) 式 的 通 解 就 确定 了 ， 
而 求 G(z,z) 要 根据 具体 问题 所 给 的 边界 条 件 . (6) 式 中 的 5 函 
数 , 常 用 荆 的 一 组 正 交 完备 本 征 函 数 来 展开 . 
2. 定 态势 散射 问题 的 格林 函数 解法 
设 入 射 粒子 能 量 为 ,入 射 方向 取 为 z 轴 ,x 二 V2mB/ 琴 为 人 
射 波 波 数 , 则 由 $ 1 知 , 弹 性 散射 问题 归结 为 在 边界 条 件 
he 十 (09) 空 (9) 
下 求解 薛 定 户 方程 
(T+ Y= UY (10) 
式 中 U(r)==2myV《r)/ 般 . 
现在 用 格林 函数 法 求解 散射 问题 . 尽管 (10) 式 左右 边 包含 未 
知 函 数 办 我 们 还 是 把 (10) 式 右边 的 gr)% 暂 时 形式 上 看 作 是 非 
齐 次 项 ,并 把 (10) 式 左边 的 算 子 :十 妨 看 作 是 (1) 式 中 的 也 , 则 
(10) 式 的 特 解 可 借助 于 格林 函数 G(z,z ) 表 示 为 


网 一 ecx (11) 
事实 上 ,上 式 是 满足 桩 定 词 方程 (10) 式 的 ,这 只 要 将 上 式 代入 (10) 


式 , 并 利用 (7) 式 和 5 函数 的 性 质 即 可 验证 . (10) 式 对 应 的 齐 次 方 
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程 为 


(Yz: 十 1 和 = 0 (12) 
它 是 自由 粒子 (没有 散射 存在 ) 的 检定 词 方程 ,其 解 和 为 
加 二 (13) 
将 齐 次 方程 (12) 式 的 解 (13) 式 与 (10) 式 的 特 解 (11) 式 相 加 ， 
便 得 到 非 齐 次 方程 (10) 式 的 解 : 
加 = 二 [GCsr OU Or ar G4) 


(dr 表示 空间 体积 元 ), 式 中 & 具 有 确定 的 大 小 ,由 入 射 粒子 的 能 
量 决 定 ;# 二 2mVCr)/ 玉 ,但 方向 不 确定 ,因此 有 无 穷 大 的 方向 上 
的 简 并 度 (degeneracy) ,在 物理 上 对 应 于 入 射 方向 任意 选择 的 可 能 
性 ,为 确定 起 见 ,选择 入 射 粒子 运动 方向 为 z 轴 , 则 (14) 式 变 为 


和 二 十 |e ve mr ar (15) 


上 式 虽然 满足 雁 定 证 方程 (10) 式 ,但 还 没有 满足 边界 条 件 (9) 式 ， 
这 是 因为 上 式 中 的 格林 函数 由 (7) 式 定义 , 它 有 许多 不 同 的 解 , 只 
当 解 (7) 式 过 程 中 让 GCr,r') 满 足 边 界 条件 (9) 式 的 要 求 时 , (15) 
式 才 是 既 满 足 基 定 证 方程 (10) 式 ,又 满足 边界 条 件 (9) 式 的 解 . 
现在 我 们 来 求 G(r,r') 的 具体 形式 . 注意 到 六 ?十 二 2 由 

(7) 式 有 

(V2 十 好 )G(rm) = or— rr) (186) 
或 由 (6) 式 有 

Grr) = (VT? + Rr — rr) (17) 
《16) 式 定义 的 GGrr) 称 为 薛 定 谓 方 程 的 格林 函数 . 为 了 求解 C 
(rs,7'), 首 先 用 平面 波 来 展开 6 函数 ,即将 6 函数 写成 傅立叶 积分 
变换 形式 : 


dr—r)= er dk (18) 


二 《0277 

式 中 dk 表示 4 空间 体积 元 . 由 于 
(V+ Per = (Fo— Fe 

所 以 
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(T+ Hier = -一 ee C19) 
#5 
将 (18) 和 (19) 两 式 代 入 (17) 式 得 
Glr sr) = + ay 

1 fe 

(27) Cp — #) 
在 空间 中 积分 ,选用 球 和 坐标 是 方便 的 . 以 r 一 r/ 为 极 轴 , 先 对 角 
度 部 分 积分 ,利用 


站 Ir—r lesin@d@dp 
0J0 


(20) 


2 jjr 一 地 —W lr—r 
= (21) 
则 得 
2 
Or) a 7 = (一 5 | 一 ] 
一 4 
尹 一 士 ! 是 被 积 函数 的 一 阶 极点 ， 
我 们 把 W 看 成 复 变 量 ,把 (22) 式 ht 
的 积分 看 成 在 * 的 复 平面 上 的 
积分 ,只 要 积分 路 线 不 经 过 奇 o. 
点 ,GeGr,m) 就 是 确定 的 函数 , 为 有 
了 满足 边界 条 件 (9) 式 的 要 求 ， i Re 
必须 适当 选取 积分 回路 后 河 


《contour). 若 选择 如 图 8-1 所 示 

的 积分 回路 ,利用 留 数 定理 (residue theorem) 计 算 积分 : 
er 人 -| Caden 
-~ (RK) “(BP—¥) 


dl 


ew Ir er 
引 CC 
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ewir—rl elr—r| 
H+ Fl 
二 一 去 。2xriealr 一 "| 
一 一 miexlr—"| 
代入 (22) 式 得 
Gr 一 7) = 一 小 -人 (23a) 
4 lr—r’| 
车 选取 积分 回路 如 图 8-2 所 示 , 则 有 
Gr 一 rm) 一 一 区 (23b) 
4r 1r 一 好 | 
车 选取 积分 回路 如 图 8-3 所 示 , 则 得 
1 ootlr—r| 
Gr—r) = (23c) 
Imb Imb 
c c 
+ 0 
图 8-2 图 8-3 


我 们 称 GCCt(r,m ) 为 出 射 波 格林 函数 (outgoing wave Green’s 
function ), 而 称 GC-(r,m) 为 入 射 波 格林 函数 (incoming wave 
Greens function), 称 G (Cr,m) 为 驻 波 格林 函数 (standing wave 
Greens function). 

从 以 上 计算 我 们 看 到 ,不 同 积分 回路 的 选择 得 到 不 同 的 格林 
函数 ,它们 对 应 于 不 同 的 边界 条 件 . 

下 面 ,我 们 证 明 ,cf+ (rr ) 与 边界 条 件 (9) 式 相 联系 .为 此 ,将 
人 

= 站 一直 OP Yar C24) 
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上 式 右边 第 一 项 显然 与 (9) 式 右边 第 一 项 相同 ,为 了 证 明 上 式 右边 
第 二 项 当 > 一 ce 时 变 成 出 射 球面 波 /7 与 某 一 角 量 振幅 的 乘积 
的 形式 ,可 将 出 现在 指数 中 的 |r 一 r | 按 w 的 等 展开 : 


Ir—r|l=Vr2rr tr 


my 一 证， 十 去 Ce xm 十 …… (25) 

式 中 n 是 沿 + 方 向 的 单位 矢量 注意 到 仅 当 w<a 时 ,VCr) 关 0， 

其 中 4 是 势 的 有 效 范围 ,而 当 rco 时 U(r) 衰减 比 库 仓 场 十 还 要 
快 , 则 对 足够 大 的 +, 有 

站 < 1 (26) 


展 式 (25) 中 的 平方 项 以 后 各 项 可 以 忽略 ,同时 忽略 (25) 式 右边 第 
二 项 分 母 中 的 7' ,于 是 ,我 们 得 到 该 项 在 大 7 处 的 形式 : 
一 赤字 [Ur PCr ar 
其 中 k= kn (27) 
是 “未 动量 ”矢量 (“final momentum”vector). 因此 , (24) 式 的 渐 近 
形式 就 是 
天 PD) 一 二 一 让 二 jeroo)WbOnar (028) 


由 于 是 沿 ~ 方 向 的 单位 矢量 ,所 以 站 只 与 的 方向 有 关 , 而 与 
r 的 大 小 无 关 , 从 而 (28) 式 的 积分 确实 是 角 量 振幅 . 由 此 可 见 , 作 
为 (24) 式 的 渐 近 形式 的 (28) 式 确实 与 边界 条 件 (9 式 具有 相同 的 
形式 
这 样 一 来 ,我 们 就 证 明了 (24) 式 既 满足 天 定 谓 方 程 (10) 式 ,又 
满足 渐 近 边界 条 件 (9) 式 .事实 上 ,(24) 式 是 一 个 积分 方程 (integral 
equation), 所 以 ,我 们 建立 起 来 的 积分 方程 (24) 式 是 与 散射 的 薛 定 
滥 方 程 (10) 式 等 价 的 ,边界 条 件 (9) 式 已 包含 其 中 . 可 见 ,格林 函数 
法 的 实质 是 把 散射 的 本 定语 偏 微分 方程 连同 边界 条 件 转 化 为 积分 
方程 . 我 们 把 (24) 式 表示 的 解 * 称 为 散射 问题 的 出 射 解 
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(outgoing solution). 类 似 地 ,与 GCCr,r') 相 联系 的 解 难 -) 则 称 为 
入 射 解 (incoming solution), 它 没有 直接 的 物理 意义 ,但 在 形式 散 身 
理论 的 讨论 中 起 重要 作用 . 
对 比 (28) 式 和 (9) 式 , 便 可 得 到 散射 振幅 f(0,9) 
f(0,9) 一 一 RU Wr ar (29) 


当然 ,上 式 只 是 了 借助 于 内 "的 隐 表 示 式 (implicit expression)， 
以 上 讨论 是 在 坐标 表象 中 进行 的 . 我 们 可 以 把 (29) 式 写成 标 
积 的 形式 : 


f(0,9) = 一 击 (e*" OH(r )) (30) 
用 更 一 般 的 记号 ,我 们 可 以 把 f 表 为 势 的 矩阵 元 
f(0,9) = 一 让 (pelU | Wt) (31) 


其 中 ,we 表示 薛 定 兽 方程 的 自由 平面 波 解 ,相应 于 动量 大 小 为 忆 
方向 沿 探测 器 (detector) 方 向 ( 即 方向) 运动 的 粒子 ;而 然 + 则 是 
散射 问题 的 真实 解 ,相应 于 在 散射 势 作用 下 渐 近 行为 是 出 射 球面 
波 的 粒子 . 换 句 话说 ,散射 振幅 就 是 整个 体系 的 真实 散射 态 + 
与 散射 后 某 一 特定 的 自由 末 态 之 间 散 射 势 的 矩阵 元 ， 

3. 玻 恩 近似 (the Born approximation) 

众所周知 ,处 理 积分 方程 的 方法 是 逐步 求 近 法 (successive 
approximation). 在 零 级 近似 中 ,我 们 忽略 (28) 式 中 的 积分 项 ,把 
(28) 式 第 一 项 ee 作为 零 级 近似 解 类 和”(7): 

KO) = es (32) 

将 上 式 代入 (28) 式 来 计算 一 级 近似 败 b Cr) ， 


MPVr) = ew 一 1 二 | 2 和 or )edr (33) 
又 把 上 式 代 入 (28) 式 计算 二 级 近似 内”(7) ,如 此 继续 下 去 ,可 
得 z 级 近似 哈 b”(r) 为 


站) 一 ez 一 才 | 2 SF Dvr) Dr dr 
(34) 
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如 果 将 零 级 近似 (32) 式 代入 (29) 式 , 则 得 散射 振幅 的 一 级 近 
似 , 称 为 一 级 琉 恩 近似; 


EC Re vr Jedr (35) 
对 入 射 自由 粒子 的 动量 ,引进 记号 ke 是 有 用 的 : 
= (0,0,) (36) 
这 洋 便 有 Ro。TY' = kz. (37) 
于 是 (35) 式 可 写成 
f(0,9) 一 一 起 | et] (7! er dr 
= 一 站 ee 一 局 .rear (C38) 


可 见 在 这 一 近似 中 ,散射 振幅 f(6,p) 本 质 上 是 散射 势 在 自由 入 射 
平面 波 expliko。7) 与 自由 出 射 平面 波 exp( 谈 。r) 之 间 的 矩阵 元 ， 
而 5 则 可 看 作 是 引起 初 、 末 平面 波 态 之 间 唉 迁 的 微 扰 ,此 初 \ 末 态 
具有 相等 的 能 量 ,但 不 同 的 动量 方向 (能 量 守恒 ,动量 不 守 语 )， 
现 引 进 动量 迁移 矢量 (momentum transfer vector) 
K=ko— (39) 
注意 到 k。 指 向 z 轴 ,下 指向 r 方 向 ,它们 之 闻 。 各 


的 夹 角 就 是 极 角 6( 图 8-4) ,又 注意 到 弹性 S 
散射 | 让 | 一 ko|=#, 则 4 
K? 一 i2 一 2ko 天 十 
一 212(1 一 cosb) 
即 图 8-4 
k= 2isin (40) 
利用 (39) 式 ,可 将 (38) 式 表 为 
f(0,9) 一 一 去 expGK *r V(r’ )adr’ (41) 


上 式 的 含义 是 pa V(r) 的 傅立叶 变换 , 即 
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DGO = [erveyar 


J 


l ee i. 
所 以 fj(0,9) 7K) = 3 k) (42) 


要 找到 逐步 求 近 法 收敛 的 判 氛 (criterion) 是 不 容易 的 ,即使 是 
估计 一 级 玻 恩 近似 的 准确 程度 亦 是 如 此 ,我 们 只 把 结果 写 在 下 面 : 


El (43) 
vy 


其 中 " 是 散射 势 作 用 范围 ,7。 是 势 的 平均 强度 ," 是 入 射 粒子 速 
度 . 一 般 说 来 , 当 入 射 粒子 能 量 很 高 ,而 相互 作用 较 小 (可 视 为 微 
扰 ) 时 , 便 可 应 用 一 级 玻 因 近似 ;或 者 说 , 玻 恩 近似 适用 于 处 理 高 能 
散射 问题 ， 

对 于 中 心 势 场 Zr) 一 rz), 即 势 只 与 距离 > 有 关 而 与 方向 无 
关 的 情形 , 玻 恩 近似 (41) 式 可 大 大 简化 . 这 是 因为 (41) 式 可 对 角 量 
部 分 先进 行 积分 从 而 得 到 简化 . 为 此 目的 ,选用 球 坐标 系 , 并 取 天 
的 方向 为 极 轴 , 使 得 


ec 一 @ifr cp 
dr' 一 Tesinbdr'd6dg 
代入 (41) 式 对 角 量 部 分 进行 积分 后 得 
1 fr CI 人 人 areaesi 
f(0,9) 一 一 计 . Ur rr [je esin@dGdp 


ee Dy 2 ig —ikr 
| A 


一 一 去 | ”zc' )sinKr’dr’ (44) 
KJo 


由 上 式 可 见 ,散射 振幅 与 > 无关 ,只 是 6 和 9p 的 函数 . 事实 上 ,由 
于 V(r) 具 有 球形 对 称 性 和 入 射 粒子 具有 确定 的 方向 (到 为 z 轴 )， 
所 以 ,散射 振幅 具有 柱 对 称 性 (cylindrical symmetry), 即 了 仅 与 9 
有 关 ((44) 式 中 到 与 9 有 关 ) ,而 与 9 无 关 .这 是 中 心 散射 势必 然 
的 结果 ， 
现在 我 们 来 讨论 ,在 中 心 散射 势 情形 下 ,应 用 玻 思 近似 的 条 
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件 . 假定 势 是 足够 平滑 的 短程 势 , 则 对 散射 振幅 (29) 式 的 主要 贡献 
来 自 原点 附近 的 范围 . 这 样 ,我 们 便 可 令 7 二 0 来 计算 一 级 臻 恩 近 
似 解 (33) 式 中 的 积分 . 对 角 量 部 分 进行 积分 (注意 z 一 "cosb) 后 
(33) 式 成 为 


内 bo 一 om 一 I Tew Cr )sintr'dr' (45) 


如 果 到 ereeDsaawarl<a (46) 


则 (45) 式 中 第 二 项 (散射 波 ) 同 第 一 项 比较 可 以 忽略 . 因为 在 计算 
一 级 Born 近似 时 是 以 e= 作 为 零 级 近似 咒 bD (Cr)， 即 忽略 了 钴 让 
(r) 中 第 二 项 ,所 以 (46) 式 就 是 应 用 一 级 玻 轧 近似 的 条 件 . 如 果 这 
个 条 件 被 满足 ,就 可 以 用 (38) 式 来 代替 (29) 式 ,而 (29) 式 正 是 一 级 
玻 恩 近似 下 的 散射 振幅 . 


将 4= 企 = 谊 ,0 一 名 y 代 入 (46) 式 得 
| 2sini ev Cr yar | = 训 中 oo 一 所 ]dr'| 
< 去 re jr = 1 
这 就 是 在 中 心 势 场 中 ,一 级 玻 思 近似 适用 的 条 件 , 与 (43) 式 相同 ， 
上 式 中 ， 为 入 射 粒 于 速度 ,e 为 有 效力 程 ,Vo 一 二 [er ar' 是 势 了 
(7) 的 平均 强度 . 
4. 相 移 (phase shifts) 的 近似 计算 公式 
利用 展开 公式 (注意 K==2ksin 2 


sinkr < y 
= De 十 1)j (kr)P(cos9) (47) 


式 中 jzr) 是 球 贝 塞 尔 函 数 (spherical Bessel function) ,Pi(cos9) 是 勒 
让 得 多 项 式 (Legendre polynomials). 将 上 式 代 入 (44) 式 ,得 


f= 这 21+ DPi(eos0) [~r vr DCm dr 
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=- 各 六 2+ DPeosp)| oozmyrar (4 
人 一 0 
与 初等 量子 力学 中 分 波 法 (partial wave) 计 算 公 式 


f(0) = FD C21+ DessindPi(coag) (49) 
=0 
比较 , 当 色 很 小 时 , 叹 一 15sini 一 6 可 得 到 
4 一 一 如 [rc )j Cr riar/ (50) 


a-{+ 当 V(r) 过 0 (引力 ) C5 


可 见 ， 一 ， 当 V(r) > 0 ( 斥 力 ) 
设 V(r) 只 在 r<ro 范 围 内 不 显著 为 零 , 并 且 入 射 粒子 能 量 较 低 ,ro 
<1, 并 利用 

MD or FT 
随 : 增 加 ,6 下 降 很 快 ,所 以 通常 只 需 计算 ! 较 小 的 少数 几 个 分 波 
即 可 , 特别 是 能 量 很 低 时 ,只 需 考虑 。 分 波 . 


$3 李 普 曼 - 许 温 格 方程 


前 面 我 们 在 坐标 表象 中 讨论 了 势 散射 问题 ,所 得 结果 只 局 限 
于 靶 粒 子 对 入 射 粒子 间 的 相互 作用 能 用 一 已 知 的 势 孙 数 表示 的 情 
形 . 有些 问题 (如 基本 粒子 间 的 相互 作用 ), 不 一 定 能 用 定 域 的 势 函 
数 《local potential function) 来 表征 粒子 间 的 相互 作用 . 因此 ,有 必要 
建立 散射 的 普遍 理论 , 即 所 谓 形式 散射 理论 , 这 一 理论 ,在 数学 上 
很 简练 ,在 应 用 上 更 普遍 ,而 且 有 可 能 应 用 对 称 性 理论 推 得 某 些 重 
要 的 结论 . 

本 节 从 定 态 散射 的 薛 定 谓 方程 出 发 建立 散射 的 普遍 理论 , 引 
入 李 普 曼 - 许 温 格 方程 . 

1. 李 普 曼 - 许 温 格 方程 
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让 我 们 考虑 一 个 量子 体系 (如 散射 \ 衰 变 等 ), 它 的 哈密 顿 量 三 
与 时 间 无 关 . 为 了 暂时 的 方便 ,我 们 假定 五 可 分 为 相 加 的 两 项 : 


H=Hot+H (1) 
其 中 #6 的 本 征 值 和 本 征 矢 是 已 知 的 , 即 
Hol®,) = BlD,) (2) 


在 许多 问题 中 ,可 以 把 加 (看 作 体 系 的 自由 哈密 顿 量 . 我 们 把 具有 
能 量 本 征 值 B, 和 相应 本 征 态 矢 |%) 的 辅助 体系 称 为 参考 体系 
《reference system).(1) 式 中 H' 二 Vv 代表 引起 散射 的 相互 作用 , 称 
为 引起 参考 体系 微 扰 (perturbation) 的 相互 作用 哈密 顿 量 
《interaction Hamiltonian) ,而 同时 把 参考 体系 称 为 未 受 微 扰 的 体系 
(unperturbed system). 必须 指出 ,将 五 分 为 Ho 和 H' 不 是 必须 的 ， 
有 时 甚至 是 不 可 能 的 . 
现在 我 们 的 问题 是 要 找寻 定 态 方程 

五 | 到) = ElY) (3) 
的 解 . 我 们 假定 ,能 量 的 连续 谱 区 域 不 因 下 的 引入 而 受 影响 , 即 对 
每 一 H6 的 本 征 态 |18.), 总 有 与 之 对 应 的 五 的 本 征 态 |w.) 存 在 , 它 
们 具有 共同 的 本 征 值 5., 于 是 便 有 

HIY,) = BY.) (4) 
现在 我 们 要 求解 上 式 , 也 就 是 找 出 |¥。) 与 15.) 的 关系 .为 此 ,我 们 
形式 上 引进 北 算 符 (inverse operator) (B, 一 Ho)-!, 并 写 下 (4) 式 的 形 
式 “ 解 ”: | 

”Iw =|8) + (8,— HO)-IH' |y,) 
CE 
将 上 式 两 边 用 算 符 (B. 一 Ho) 作 用 ,并 注意 到 (1) 式 和 (2) 式 , 便 可 验 
证 (5) 式 中 的 |) 满足 柱 定 词 方程 (4) 式 . 事实 上 ， 
(B, 一 Ho) |Y.) 
=(B,— Ho) |¥Y.) + (B.— HO) (BE, — Ho)-H’ | 到。》 
一 再 | 图》 
移 项 得 (Ho 十 H') |Y,) = BY.) 
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三 1 十 H' | 到 (5) 


即 HIY.) 一 E.|Y.) 
为 了 避免 在 奇 点 处 的 不 确定 ,我 们 用 

(及 一 再 o 十 切 )-: 和 (BE,— Ho i)-! (6) 
代替 (及 一 百 )-, 其 中 ?是 任意 正 实数 ,在 作 完 一 切 计 算 后 再 令 ? 
一 十 0. (6) 式 表示 的 新 算 符 是 有 定义 的 ,首先 看 它们 作用 到 参考 体 
系 的 任意 本 征 态 |@.， 上 的 效果 . 注意 到 (2) 式 得 

(Bs — Hot in)|®) = (B.— B+ i) 19) 
用 逆 算 符 (6) 式 作用 到 上 式 两 边 ,得 

|8.) = (B, — B+ iy)(B,— Ho ti) -1D.) 


和 1 
或 oy Ey = Ke EE (7) 


可 见 , (8 一 有 Ho 士 切 )-! 作 用 到 |@,) 上 的 结果 是 用 本 征 值 B 代 准 Ho， 
而 且 的 本 征 矢 |@,) 也 是 (8 一 Ho 土 切 )-! 属 于 本 征 值 为 (Bo 一 轧 土 
切 ) 的 本 征 矢 . 由 (7) 式 又 可 看 到 , 若 不 利用 乌 项 , 则 当 六 = 及 时 算 
符 (Bo 一 Ho 土 切 )-! 变 成 奇异 的 . 

用 (6) 式 代替 (5) 式 中 的 (B 一 HO) 一!, 则 (5) 式 变 成 


1 
二 》 一 st 
|z 二 一 |@,) 十 ey ey 


其 中 ,| 叶 ) 代 表 急 前 取 “十 ?号 ,|&z 代表 名 前 取 “ 一 ”号 . 上 式 是 
薛 定 谓 方 程 (4) 式 的 形式 解 (formal solution) , 称 为 李 普 曼 - 许 温 格 
《Lippmann-Schwinger) 方 程 . 它 是 散 理论 的 基本 方程 ,对 任何 表象 
都 适用 . 当 取 某 一 表象 时 , 它 就 变 成 与 定 态 萃 定 请 方程 (3) 式 等 价 
的 弗 雷 德 霍 姆 (Fredholm) 型 积分 方程 . 

2. 势 散射 

现在 我 们 来 证 明 ,在 势 散 射 的 情形 下 , 李 普 曼 - 许 温 格 方程 (8) 
式 取 坐标 表象 , 便 可 得 到 8 2 的 积分 方程 (24) 式 . 


在 势 散射 下 ， 本 一 一世: 
H' =V(r) (9) 


H' |y+> (8) 


La 
B= 3 
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在 坐标 形象 中 , 道 算 符 ( 脉 一 思 士 切 )-: 的 矩阵 元 是 (利用 完全 性 关 
系 271@g)(@| 一 1) 


1 
Wee EE 


本 1 
一 pd Er) 


1 
= 之 Bm mr) 


=7 0 (10) 
注意 到 《rlgu》 = om (11) 
是 坐标 表象 中 动量 为 避 ' 的 平面 波 函 数 ,并 且 由 于 Ww 具有 连续 谱 ， 
求 和 可 改 为 积分 : 


bem (12) 


即 积分 | "at 归 一 化 为 (2r)6(r), 而 不 是 6(r). 再 注意 到 局 一 所 
尼 并 令 


Ee 一 8 (13) 
于 是 ,(10) 式 变 成 
1 
MA ey Eg 
_ 2m 1 | Ew "lr—r) 
2) 肆 一 本 士 认 
一 经 cr,r) (14) 


式 中 @Gr,r) 是 $2(20) 式 定义 的 格林 函数 可见 , 逆 算 符 (及 一 好 
十 如 -的 坐标 表 杀 就 是 格林 函数 (相差 一 和 数 因 于 知 ) ,因此 , 逆 
算 符 ( 及 一 再 o 士 切 )-: 王 6G 人 #t)(CB) 又 称 为 格林 算 符 . 
现 取 (8) 式 中 的 “+” 号 , (省略 lim 符号 不 写 ), 妈 
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Iw) = | 名 十 CE H' |¥#) (15) 


0 
一 再 po 十 切 ) 
利用 完全 性 关系 > |@v》(@w | 一 1, 则 上 式 表 为 


十 》 一 ES 1 y+ 
yt) =|@) 十 > ey AA | 于》 


1 1 
一 | 加) 十 > | 中》 Ce me Md |¥ir> (16) 
其 中 利用 了 (7) 式 . 对 于 势 散射 ,H' 二 VCr), 且 


Vr Ir) = V6 一 m) (17) 
利用 完全 性 关系 | |r) 《rldr = 1, 则 (16) 式 中 的 灵气 阵 元 可 表 为 
(® |H' |¥t) = (|V(r) |¥#) 
= Ie Ir rr lV Cr) |r’ Cr [it Ddr'dr” 


Te [OVC or 一 ro) Gr’ Wi dr’dr’ 


-| | 一?FGr Dr’ | 到 十 dr/ 


= er )ar’ (18) 
式 中 利用 了 

《| 人 加》 一 ea 

(Br =r7|D)" = er (19) 


r|wst ) = VARr) 
zt+(r) 是 | 叶 )> 在 坐标 表象 中 的 波 函数 . 
取 (16) 式 的 坐标 表象 


《r |wit) 


=(r|®) 十 > 和》 (By |H' Iv (20) 
> 


将 (18) 式 代入 上 式 得 


1 
(BE: — Es + 17) 


337 


《|e+ > 
三 le ar 
lg + Dl Er (rr) 


注意 (12) 式 、(13) 式 及 (19) 式 ,上 式 变 成 


WN | | ; 
ta css A 


一 ea 十 到 ee?rer J) rar 


二 er 十 RCR OAD )ar (21) 


其 中 Cr,m) 是 82(20) 式 . (21) 式 与 8 2(15) 式 形式 相同 ,可 见 ” 
(21) 式 就 是 势 散射 的 积分 方程 . 在 对 9,《r,r ) 进 行 积分 后 , 便 得 到 
§ 2(23a) 式 , 即 


rrl 
N= 在 二 六 


这 时 ， (21) 式 变 成 
Pit (r) = ea 一 1 [ ed Ur’ ) it Cr’ )dr’ (22) 
a 机 再 |r Y : 


上 式 就 是 》 2(24) 式 , 可 见 , 在 势 散射 情形 下 , 李 普 曼 - 许 温 格 方程 
取 坐 标 表象 就 得 到 势 散 射 的 积分 方程. 

5. 李 普 曼 - 许 温 格 方程 的 “全 合 "形式 解 

现在 寻找 李 普 曼 - 许 温 格 方程 (8) 式 的 形式 解 .对 |w+), 用 HH 
左 乘 (8) 式 并 整理 ,得 


H'lyt)—H 一 订 二 | 时 ) = 到 |@ (23) 
式 中 我 们 省 略 了 符号 lim ,下 面 凡 是 出 现 7 的 式 子 中 ,都 应 该 在 最 
后 的 结果 中 加 上 lim 的 记号 . 将 上 式 再 代入 (8) 式 右边 第 二 项 ,得 


到 


1 
二》 一 一 -一 一 
| 于 )》 一 | 和 十 二 at (6.) 


1 1 
Em ET 0 
用 EHo+ 名 左 乘 上 式 并 整理 (注意 (2) 式 》, 得 
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1 
一 -一 一 一 一 万 / 
H 瓦 一 ee Iw 


一 (有 — Ho i) p+) — 
一 (BE — Ho in)|®.) — H' ID.) 
=(B,.— Ho i) IY) ~ HIG) — in|®.) 
将 上 式 代 入 (23) 式 左边 第 二 项 ,得 
H' |¥+) — (B. — Ho in) |¥+) =— in|®,) 


即 (B+ in— (Hot H')) NP) = inl®,) 
考 虚 到 五 =Ho 十 H', 则 由 上 式 可 得 
I) 一 lim mn 一 和 二 《25) 
这 是 一 个 重要 的 关系 式 ， 注意 到 
她 ee 省 
BE—H+im 一 甩 十 亡 


及 HI®) = (Ho 十 H')|D.) = El) 十 H' 1》 
则 (25) 式 可 变 为 另 一 形式 : 


I+) = | 和 十 tim |0.) (26) 
类 似 地 ,对 |wa), 有 
二 急 
| =— ey ey (27) 
-) = ll po 
或 lw ) = 10.) 十 Jim, 瓦 一斑 一 可 如 10.> (28) 


这 样 ,我 们 便 得 到 了 李 普 曼 - 许 温 格 方程 的 “闭合 ”形式 解 
(“closed”form) , 即 用 有 限 形式 表示 的 解 . 从 形式 上 看 , 它 与 李 普 曼 
- 许 温 格 方程 有 点 相似 ,不 过 这 里 出 现 的 是 全 哈密 顿 H 而 不 是 
Ho, 此 外 ,方程 右边 只 有 1 而 没有 1》. 

表面 上 看 ，(26) 式 和 “〈28) 式 是 用 已 知 的 1%.) 表 示 待 求 的 
1 坚 ), 但 问题 并 未 就 此 得 解 ,这 是 因为 新 的 逆 算 符 (E. 一 H 士 w)-! 
的 意义 还 不 清楚 . 虽然 ,我 们 可 以 象 逆 算 符 (B. 一 Ho 土 蔬 )! 那 样 计 
论 得 到 类 似 (7) 式 的 结果 : 
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可 是 , 式 中 jy+) 是 待 求 的 ,因此 ,不 能 说 ( 互 一 互 士 如 )-: 已 是 一 个 确 
定 的 算 符 . 这 样 ,(26) 式 和 (28) 式 只 是 把 李 普 曼 - 许 温 格 方程 (8) 式 
右边 的 末 知 态 矢量 变换 成 一 个 末 知 的 算 符 . 然而 ,这 一 变换 在 形式 
上 是 很 有 用 的 ,我 们 称 这 个 算 符 为 全 格林 算 符 (full Green*s 


operators) : 


I 于) = |》 (29) 


1 


G+ (及 ) = 丽 二 五 主 可 (30) 

利用 算 符 恒 等 式 
= 一 2347+ (31) 

可 将 全 格林 算 符 表 为 ; 


me 
BE—Hititiy Bb— Hotin—H 
es 
BE—Hotin BE—Hotiy 为 一 且 士 切 
即 G+ (B,) = GF(B) + GF(B)H'G+ (E,) (33) 
此 式 称 为 全 格林 算 符 的 李 普 曼 - 许 温 格 方程 . 
4. 李 普 曼 - 许 温 格 方程 的 级 数 解 
我 们 将 借助 于 逐次 迭代 法 (the technique of successive 
iterations) 来 求解 . 取 
(B, 一 万 士 切 ) 环 一 (有 一 万 0 十 iy)™! 
作为 零 次 近似 ,利用 诺 埃 曼 法 得 到 级 数 表示 : 


(32) 


EE—Hi 土 1; 
1 1 1 . 
Wy ET ey Eh 下 一 访 王 列 1 
1 1 , 1 
EE 豆 一 丽 王 可 十 


(34) 
上 式 中 每 一 项 都 具有 确定 的 意义 ,这 个 级 数 表 示 称 为 算 符 (及 一 已 
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士 切 )-:! 的 玻 恩 级 数 . 不 幸 的 是 , 像 所 有 算 符 级 数 一 样 ,立即 出 现 收 
敛 的 问题 ,并且 不 能 简单 地 予以 回答 . 

一 旦 (及 一 互 士 切 ) 一 被 确定 了 ,例如 用 玻 恩 级 数 的 形式 (34) 式 
确定 了 ,把 它 代入 (26) 式 或 (28) 式 ,就 可 得 到 1gt+ 和 1gz 的 玻 思 
级 数 : 


1 
士 》 一 
| 足 ， I) 十 未 


1 yp 
一 三 W + 


DE TE 
rae es et ee et ere 
B— Hotin BEB—Hotin Bo— Hotin 
= (35) 

上 式 就 是 李 普 曼 - 许 温 格 方程 的 入 思 级 数 解 . 取 上 式 的 一 级 近似 ， 
并 取 坐 标 表 象 ,就 可 得 到 通常 的 玻 恩 近似 式 ;$ 2(33) 式 . 注意 ,(35) 
式 省 略 了 符号 im 

5. 人 射 态 和 出 射 态 及 其 正 交 归 一 性 

在 形式 散射 理论 中 ,把 | 于) 称 为 入 射 态 (incoming state) ,在 坐 
标 表象 中 ,由 (22) 式 表示 , 它 包含 未 受 微 扰 的 入 射 波 (在 最 简单 的 
情形 下 是 平面 波 ) 和 出 射 球面 散射 波 . 同样 ,可 以 把 | ) 称 为 出 射 
态 (outgoing state), 它 包含 未 受 微 扰 的 出 射 波 (在 最 简单 情形 下 是 
平面 波 ) 和 入 射 球面 散射 波 . 

注意 ,不 要 把 入 射 态 与 入 射 波 混淆 ,也 不 要 把 出 射 态 与 出 射 波 
混淆 . in-state|w+》 和 out-state|zz 都 包含 入射 波 和 出 射 波 分 量 , 不 
同 的 是 ,in-state|gz+ 包含 人 射 “ 平 面 ” 波 和 出 射 “ 球 面 波 :相反 地 ， 
out-state jys ) 则 是 包含 入 射 “球面 ” 波 和 出 射 “平面 ” 波 . 由 (8) 式 可 
见 , 未 受 微 扰 的 (“平面 ”) 波 分 量 明显 地 与 相 加 分 量 ( 散 射 波 ) 是 分 
开 的 ,而 散射 波 则 由 式 中 分 母 中 的 十 或 一 号 分 别 决定 的 , 在 物理 
上 ,入 射 态 |W) 与 散射 间 题 的 出 射 波 解 相 联 系 ,因为 对 势 散射 情 
形 及 在 坐标 表象 中 ,Bit 三 (r |+ ) 是 散射 间 题 的 “出 射 解 ” 
(“outgoing solution”)( 见 (22) 式 ). 对 应 于 出 射 态 |) 的 波 函 数 … 
341 


十 


十 H' | 罗 》 


i- 三 (r|yi7 ) 是 散射 问题 的 “入 射 ”* 解 (“incoming solution”) ,但 它 
不 描述 物理 实在 ,只 是 在 计算 中 起 着 与 入 射 态 同 等 重要 的 作用 . 
利用 “闭合 ”形式 (26) 式 、(28) 式 以 及 李 普 曼 - 许 温 格 方程 (8) 
式 , 可 建立 入 射 态 |w+) 与 出 射 态 | ) 之 间 的 正 交 归 一 性 关系 :0 
vt |¥t) = (8.|%) = Oo ” (36) 
vr |¥r) = (8.|®) = 6 (37) 
、 如 果 呈 既 有 连续 态 又 有 分 立 的 束缚 态 Fs, 则 有 
(y+ Iw) 一 0 } 
(wr Iw = 0 
其 中 下 标 4 标记 连续 态 ,a 标记 分 立 态 ， 
此 外 , 尚 有 完全 性 关系 : 


Dt tl 十 DIYe vel = 1 
* (39) 


Dvr wl + Dl ve| = 1 


(38) 


$4 SS- 矩阵 了 -矩阵 


1 8- 矩阵 和 孙 矩 阵 的 定义 

上 节 我 们 从 薛 定 谓 方程 的 形式 解 引 入 了 入 射 态 和 出 射 态 的 概 
念 以 及 它们 的 物理 意义 ,现在 我 们 来 讨论 in-state 和 out-state 之 间 
的 联系 ,从 而 引进 58- 矩阵 和 7 了 -和 矩阵 . 

我 们 可 以 把 物理 过 程 ,例如 散射 ,发射 ,吸收 等 等 ,看 作 是 一 种 
变换 , 它 把 “输入 ” 态 (*input”states) 变 换 为 相应 的 “输出 ” 态 
(“output”states). 另 一 方面 ,我 们 又 可 把 相互 作用 或 碰撞 过 程 看 作 
是 一 个 “黑箱 ”(“black box”) ,数学 上 用 一 变换 算 符 来 描述 ,因此 ， 
我 们 可 引入 如 下 的 变换 : 

Iw™) = S|w”) (1) 
式 中 jz 和 | 分 别称 为 入 射 态 和 出 射 态 (incoming and outgoing 


@ 参阅 Raman,Advanced Quantum Theory，8 4 一 26,P. 298. 
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states) , 简 路 写成 “in-states” 和 “out-states”. 变换 算 符 8 则 称 为 散射 
算 符 (scattering operator) ,或 散射 矩阵 (scattering matrix) ,简称 为 S- 
和 矩阵 (S-matrix). 

磁 擅 的 普遍 理论 的 中 心 问题 是 确定 8 矩阵 . 人们 希望 从 一 些 
普遍 原则 出 发 找 出 5- 矩阵 ,而 不 必 知 道 相 互 作用 , 即 体 系 的 哈密 
顿 量 . 色散 关系 (dispersion relation) 方 法 的 发 展 使 得 这 方面 的 进展 
有 了 可 能 性 . 然而 ,我 们 将 在 习惯 的 量子 理论 的 框架 内 ,用 体系 的 
哈密 顿 量 来 确定 S- 矩 阵 , 这 就 是 场 论 的 方法 . 

3- 矩阵 的 一 个 明显 的 基本 性 质 是 它 的 么 正 性 . 从 (1) 式 得 到 

(|e) = (SW |Sw”) 
一 (go|S+ S lye) 
及 
(S—W™|S-iy™) = (we |ye) 
考虑 到 几率 守恒, 由 in-states 的 归 一 性 必须 有 out-states 的 归 一 
性 ,我 们 必须 要 求 
S+S= SSt= 1 (2) 
以 保证 (yy) 二 《we|w*) 二 1. (2) 式 就 是 么 正 性 条 件 ， 

2. 跃迁 几率 和 截面 

现在 假设 给 定 体系 的 8S- 矩阵 已 经 知道 ,如 何 通过 8- 和 矩阵 来 
计算 跃迁 几率 (transition probabilities) 和 截面 (cross sections)? 

假设 in-state 是 给 定 的 自由 态 |i) , 它 是 可 观察 量 ( 能 量 \ 动 量 、 
自 旋 等 ) 的 本 征 态 , 即 |w*)= |i).out 一 state 可 按 |w) 的 完备 集 展开 : 

lp) = > cu》 (3) 


显然 ,由 1i) 态 到 某 一 特定 态 |f) 的 跃迁 振幅 (transition amplitude)cy 
是 
cf = (fly™) =(f|S|y*) 
一 (flSl = Ss (4) 
然而 ,这 个 振幅 的 平方 不 是 有 意义 的 量 , 因 为 它 给 出 无 穷 长 时 间 内 
发 生 的 跃迁 几率 ,而 任何 观察 都 是 在 有 限时 间 间 隔 内 进行 的 . 为 了 
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得 到 物理 上 有 意义 的 单位 时 间 内 的 跃迁 几率 ,定义 7- 矩阵 如 下 : 
Ssi = 6 — 2m6(B: — Br)Th (5) 
式 中 Ts = (fTIi) (6) 
称 为 跃迁 矩阵 (transition matrix ,or reaction matrix)7 的 矩阵 元 ,人 
又 简称 为 了- 矩阵 (T-matrix). (5) 式 中 第 一 项 当 i 隆 f 时 为 零 , 即 对 
于 不 同 态 之 间 的 跃迁 这 项 可 以 忽略 ,而 (5) 式 中 第 二 项 的 狄 呈 克 4 
因子 表示 不 同 态 之 间 的 跃迁 仅 当 它们 的 能 量 相等 时 才能 发 生 , 这 
是 能 量 守恒 的 要 求 .5 因子 前 面 的 系数 一 2 是 为 了 方便 引入 的 . 
现在 我 们 来 计算 单位 时 间 内 的 跃迁 几率 . 设 i 隆 f, 为 了 方便 ， 
引入 


Sh = 一 Tn 二 ¥ sp (7) 
所 A 大 
注意 到 
d(z) = 二 erdp 
则 有 Ss = lims5, (8) 
于 是 ,单位 时 间 的 跃迁 几率 为 
ww = lim LL (9) 
由 (7) 式 、(9) 式 及 
5(z) = tim im? 
Tero OT 
daz) = 6(z) 
lal 
立刻 可 得 
ws = PB — BD ITal?, i Ff 0) 


这 就 是 所 需要 的 单位 时 间 唉 迁 几 率 与 跃迁 矩阵 之 间 的 关系 式 ,而 
号 矩阵 与 8 和 矩阵 由 (5) 式 联系 . 
如 果 末 态 是 连续 谱 , 态 密度 (density of states) 记 为 p(8), 则 跃 
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迁 到 已 一 到 8 一 已 十 dB 则 间隔 内 一 群 态 的 跃迁 几率 为 


= 冬 hs, 一 EB) |Tsl*p(B)dE 


一 经 p(B Isl? (DD 


这 里 我 们 假定 了 p 和 7 是 能 量 的 缓慢 变化 的 函数 , 式 中 和 矩阵 元 及 
Pp 中 的 B=E,=BEy. 
(11) 式 与 黄金 规则 (golden rule) 


wf = pC) ll: 


具有 相同 的 形式 ,但 后 者 仅 是 一 个 近似 的 公式 ,而 前 者 则 是 精确 
的 . 诚然 ,在 多 数 的 实际 情况 下 ,7T; 仅 能 用 近似 方法 进行 计算 ,然后 
代入 (11) 式 得 到 we 相应 的 近似 解 . 

一 旦 求 得 了 跃迁 几率 ,相应 的 截面 的 计算 简单 地 由 zy 除 以 
入 射流 通 量 (incident flux) 而 得 到 , 即 


一 “ 王 (12) 

式 中 1 为 入 射 粒子 流通 量 . 

最 后 ,我 们 引进 新 算 符 仿 ,其 矩阵 元 由 下 式 定义 : 
FA 三 一 2ri6( 有 一 BTs (13) 
显然 , 当 有 了 关 Bj 时 ,j==0. 将 上 式 代 入 (5) 式 ,可 得 算 符 方程 

SsS=1+% (14) 

将 上 式 代 入 (1) 式 ,我 们 有 
| me》 一 | 加 )》 = |) (15) 


因为 在 散射 过 程 中 ,out-states 与 in-states 之 间 的 差 是 由 于 相互 作 
用 而 产生 的 散射 波 (scattered wave) ,因而 ， 
Iv™) = |) (16) 
即 算 符 2 把 入 射 态 变换 为 散射 波 . 
3. 时间 无 关 散 射 的 S- 和 矩阵 和 也 矩阵 
现在 我 们 要 建立 8- 矩 阵 与 李 普 曼 - 许 温 格 方程 的 in 和 out- 解 
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(in-and out -solutions) | 十 ) 之 间 的 关系 . 
让 我 们 考虑 任意 的 ,可 观察 量 的 本 征 态 的 完全 集 {1a)}, 用 它 
们 来 表征 我 们 所 研究 的 态 .用 《f| 左 乘 (1) 式 并 利用 完全 性 关系 > 
|a)(z| 一 1, 则 有 
Ff ly™) 一 人 fl31ze》 
= PFIS1n) nl) (17) 


式 中 fly~) 是 具有 确定 了 的 一 个 特定 出 射 态 ,而 4s|*) 则 是 具有 

确定 * 的 一 个 特定 入 射 态 .但 是 我 们 知道 ,这 些 完全 确定 的 out 和 

in 态 是 李 普 曼 - 许 温 格 方程 的 V7 和 + 解 . 这样, 我 们 可 以 写 
(wr| = >)Sfe( 叶 | (18) 


其 中 Sr = (fF |S 1s) (19) 
用 |8+) 右 乘 (18) 式 ,并 利用 正 交 归 一 性 关系 ($ 3(36) 式 ) ,得 
Cp7 |Pt) = D) Sn li) 


一 Sn6u 
=Sys 
或 写成 
Bn = (VF |¥t) = (¥F ,Yit) (20) 
这 样 ,确定 初 态 和 末 态 之 间 的 8- 矩阵 元 可 以 简单 地 表示 为 相应 的 
out- 和 in-states 的 标 积 ,此 out- 和 in-states 是 李 普 曼 - 许 温 格 方程 的 
解 . 5- 矩阵 这 个 表示 极为 重要 ,因为 它 不 要 求 哈 密 顿 量 必须 分 为 未 
受 微 扰 和 微 扰 两 部 分 . 至 少 在 原则 上 , | 罗 +) 态 可 以 完全 由 总 的 哈 
密 顿 量 决定 . 诚然 ,在 多 数 情况 下 , 仅 当 哈密 顿 量 分 为 可 加 性 的 未 
受 微 扰 和 微 扰 部 分 是 可 能 时 , |w+) 的 计算 才能 进行 . (20) 式 可 作 
为 8- 矩阵 的 另 一 种 定义 . 
下 面 , 我 们 将 利用 |+) 态 的 性 质 来 计算 Sn. 根据 (20) 式 并 利 
用 8$3(28) 式 和 (29) 式 ,我 们 有 
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1 
一 (多 了 | 到 t+ 》 一 wr 就 一 方 十 可 
ss wr IP = (BV) + (D1|H' 二 万 十 而 


=(9.|Yit 《多 | 如 | 时》 (21) 


) 二 瓦 四 干 可 
其 中 右边 第 一 项 利用 i 


(®t = (8, 1) + (9.| 一 高二 | 
一 4 十 奈 一 直下 (名 |H' | > (22) 
将 (22) 式 代入 (21) 式 得 
1 
Ss 一 0 十 (六 一 总 十 可 一 一 高 二 ,|H' |wit) 
=6s 十 FE ER 
一 2iy 
=6s 十 (FFE (23) 
式 中 Rs = (9,|H' [vit) (24) 
利用 恒等式 
了 
A mn 于 十 z sz) 
于 是 得 到 
Ss = 64 — 2mi6(B, — EB.)Ro (25) 
将 上 式 与 7- 和 矩阵 定义 (5) 式 比较 ,我 们 得 到 
Rs = (|H' |Yit) = Ts (26) 


此 式 与 (20) 式 一 样 重要 ,因为 从 (10) 式 知道 ,不 同 态 之 间 的 跃迁 几 
率 是 通过 也 和 扼 阵 元 计算 的 . 

实际 上 , 在 多 数 实际 情况 下 ,可 以 利用 (26) 式 计算 7- 矩阵. 不 
幸 的 是 ,HH' 的 存在 意味 着 五 必须 可 分 解 为 Ho 和 H' 之 和 ,而 且 我 
们 还 要 知道 精确 解 | 如 ). 为 了 实际 的 目的 ,我 们 可 以 利用 8 3(35) 
式 给 出 的 | 时 ?的 玻 恩 级 数 ,从 而 得 到 


1 
T= I0) + (OH BT 0 
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1 1 > 
~H' H' | re 2 
一 高二 mt (27) 


这 就 是 7- 和 矩阵 的 玻 恩 级 数 , 后 项 比 前 项 包含 更 高 阶 的 相互 作用 . 
我 们 也 可 以 把 上 式 写 成 男 一 形式 ,将 “闭合 形式 ”§ 3(26) 式 代 
入 本 节 (26) 式 便 得 到 


= (WIH'+H 


+ 《|)H' 


1 1 
FT 16> (28) 
将 逆 算 符 的 玻 恩 展开 代入 上 式 亦 可 得 到 (27) 式 . 由 上 式 可 将 7- 矩 
阵 写 成 算 符 形式 : 


?一 友 ++ 男 负 一 坟 后 i (29) 


利用 这 种 表示 时 必须 记 住 ， 它 的 息 阵 元 是 自由 参考 态 |9/) 和 | 
之 间 的 矩阵 元 . 
我 们 引进 7- 矩阵 的 另 一 等 价 的 定义 : 


下 | 多) = H' |v+) (30) 
这 是 因为 如 果 上 式 成 立 , 则 
BTID) = (BH' [Yt) = Ts (31) 


与 (26) 式 一 致 . 

《30) 式 表明 ,7 算 符 把 参考 体系 的 希 尔 伯 特 空间 中 的 每 一 个 
元 素 与 真实 问题 的 希 尔 伯 特 空间 中 的 一 定 元 素 联 系 起 来 . 

利用 (30) 式 ey § 3(8) 式 变 成 


Jy+) = | 号 》 + lim, 人 | 号》 (32) 


一 方 十 亡 
一 旦 i 15.) 计 算 |¥+) 的 简便 的 方 
法 . 利用 7- 算 符 的 玻 轧 级 数 


1 
T=H' H' 二 一 一 一 一 一 一 万 / 
二 全 二 二 


十 好 Hi 十 … (33) 


BF— Hm eT 
代入 (32) 式 亦 可 得 到 +) 的 玻 恩 级 数 , 即 8$ 3(35) 式 . 


由 7s=Rus 二 寻 , 人 们 常常 定 义 一 个 相关 的 算 符 
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Tz Rs = (|H’ Ivyr) (34) 
当 T 了 和 7T- 被 同时 应 用 时 ,通常 将 7 记 为 7+. 算 符 T" 在 联系 1》 
和 |) 中 所 起 的 作用 与 ?+ 在 联系 1%) 和 | 好 ) 中 所 起 的 作用 相 
同 . 


85 含 时 散射 理论 


本 节 我 们 将 研究 时 间 相关 体系 的 8- 矩 阵 如 何 定义 和 计算 ， 

在 时 间 相 关 的 散射 中 ,我 们 把 入 射 态 看 作 无 限 远 过 去 时 刻 
Cinfinitely remate past instant) 的 态 矢量 ,把 出 射 态 看 作 无 限 远 将 来 
时 刻 (infinitely late future instant) 的 态 矢 量 , 即 

lw) = | 于 (一 co))》 } 
|w™) = | 到 (十 co)》 
根据 S- 矩 阵 的 普遍 定义 8$ 4(1) 式 ,也 可 以 把 8- 和 矩阵 的 定义 写作 
| 到 (十 co)) = SIY(— o0)) (2) 
在 时 间 相 关 散 射 中 ,S- 和 矩阵 的 这 个 定义 从 直觉 上 似乎 是 正确 的 ,后 
面 我 们 将 证 明 ,(2) 式 定义 的 S- 矩 阵 与 时 间 无 关 散射 中 8$ 4(20) 式 
确定 的 8- 甜 阵 是 等 同 的 . 

(2) 式 的 基本 特点 ,可 以 把 8- 和 矩阵 看 作 是 把 无 限 过 去 时 刻 和 
相应 的 无 限 未 来 时 刻 的 态 联系 起 来 的 时 间 演 化 算 符 . 当 我 们 计算 
时 间 演 化 算 符 时 ,在 原则 上 既 可 用 雁 定 户 绘 景 ,也 可 以 用 相互 作用 
绘 景 . 然而 ,在 讨论 动力 学 问题 (例如 碰 擅 现象 时 ,相互 作用 绘 景 
比 蔷 定 证 绘 景 更 为 合适 . 因此 ,下 面 我 们 将 在 相互 作用 绘 景 中 进行 
讨论 . 与 醉 定 户 绘 景 不 同 , 相 互 作用 绘 景 适用 于 洛 仑 效 不 变性 体 
系 , 例 如 基本 粒子 的 相对 论 量 子 场 论 . 

时 间 相 关 散 射 问题 的 8- 矩 阵 也 可 以 在 海 森 堡 绘 景 中 定义 ,这 
里 我 们 将 不 讨论 . 

1. 在 相互 作用 绘 景 中 的 时 间 演 化 

在 相互 作用 绘 景 中 的 态 矢 量 的 动力 学 方程 由 下 式 给 出 (参阅 
第 五 章 8 3(50) 式 ) : 


(1) 
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a } yt)) = 0 (3) 


式 中 二 和 V(t,to) ,使 
得 

Iw OD) = UG,t) | 到 (to)》 (4) 
把 上 式 代 入 (3) 式 ,注意 到 |w(w)) 是 任意 的 , 便 得 到 Ui,io) 满 足 的 
微分 方程 : 


UD | ve) — 0 (5) 


显然 ,初始 条 件 为 
Ultoto) = 1 (6) 
把 (5) 式 、(6) 式 与 第 五 章 8$ 3(58) 式 和 (59) 式 比较 可 以 看 出 ,相互 
作用 绘 景 中 的 时 间 演 化 算 符 与 从 海 森 堡 绘 景 过 滤 到 相互 作用 绘 景 
的 变换 算 符 一 致 . 
人 象 在 苹 定 请 绘 景 中 建立 时 间 演 化 算 符 的 基本 性 质 时 的 过 程 一 
样 ,可 以 建立 相应 的 类 似 关 系 : 


Ut,to) = Ut,t UL ,6) (7) 
U1(t,to) = Ut,) (8) 
UVC)U+ (t,t) = Ut (Ut,t) = 1 (9) 
Ut (t,to) = Ulto,t) (10) 


《10) 式 可 由 (8) 式 和 (9) 式 结合 而 得 

0 的 男 一 重要 性 质 是 它 与 大 定语 绘 景 中 的 时 间 演 化 算 符 Vs 
(在 第 五 章 § 3(4) 式 中 用 0 代表 时 间 演 化 算 符 , 此 处 用 ze 以 免 跟 
本 节 的 相 混 ) 及 联系 苹 定 请 绘 景 和 相互 作用 绘 景 的 算 符 Do( 第 
五 章 8 3 式 (45)) 之 间 的 关系 , 即 @ 

Ua ti) = Uoltosta) UsCta,t) Uo dsto) (11) 

下 面 我 们 研究 时 间 演 化 算 符 的 计算 问题 . 

2. 裔 渤 (Dyson) 的 微 扰 理论 


@ 参阅 Roman,Advanced Quantum Theory, § 4 一 3,P. 310. 
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首先 把 算 符 Za) 的 微分 方程 (5) 式 及 初始 条 件 (6) 式 变换 
为 积分 方程 . 直接 积分 ， 我 们 得 维 他 里 (Voltera) 型 基本 积分 方程: 


Ttt) 一 工 一 Ez ‘FH (UC tod (12) 


因 汰 的 认 
收敛 的 , 故 可 以 用 逐次 近似 法 求解 (12) 式 . 作为 零 级 近似 ， 

UV,t) = 1 (12) 
代入 (12) 式 得 一 次 近似 


Voc) = 1— | ar (12) 
二 次 近似 是 

vo = 1— eae 

全 (a HCH! (avay (15) 
继续 下 去 ,可 得 级 数 展开 

Ush) = DUltsh) (16) 
be 

式 中 


nv ,he 
wt) = FH ed ee aera 


0193 
在 这 里 要 注意 ,不 同时 刻 的 相互 作用 H' 一 般 说 来 互 不 对 易 , 例 如 
H'(W ) 关 HC). 上 式 中 积分 上 限 的 排列 顺序 是 
Dd < 妇 t (18) 
即 (17) 式 中 可算 符 是 按时 间 宗 量 增 加 的 次 序 从 右 到 左 排列 . 由 于 
被 积 函 数 依 问 于 时 间 次 序 和 积分 上 限 的 不 同 ,给 vc 的 计算 造成 
困难 ,但 利用 某 些 技巧 ,使 积分 上 限 变 为 相同 ,计算 便 可 大 为 简化 . 
戴 还 首创 的 方法 可 以 达到 此 目的 . 
戴 还 方法 的 关键 步骤 是 形式 地 引入 编 时 算 符 (chronological 
ordering operator)P, 其 定义 如 下 : 
351 


若 4.38 是 任意 的 与 时 间 有 关 的 算 符 , 则 
4(6D)B(tz)， 当 和 > 所 
B(tz)4G)， 当 ut 
换 句 话说 ,P 使 含 时 算 符 按时 间 先 后 从 右 到 左 的 次 序 排列 ,更 一 
般 地 ,对 个 含 时 算 符 的 乘积 ,P 定义 为 

P(A(&) A ) Alts) = Alti)Az(b) "A(t) (20) 

(Ch 人 > 人 人) 

现在 我 们 来 证 明 ,由 于 引入 了 编 时 算 符 P, (17) 式 中 所 有 上 限 如 何 
能 够 变 为 等 于 上 让 我 们 考虑 量 


L(t) = 站 cm IH' 0 H' LD) Jdt ed (21) 
由 于 P 的 存在 ,被 积 表 达 式 对 全 部 变数 VW，… ,i 中 而 言 是 完全 对 
称 的 ,即使 其 中 因子 不 对 易 亦 如 此 . 变数 可 以 有 1! 种 方式 排列 , 因 


而 1, 的 值 是 算 符 间 的 某 一 特殊 排列 次 序 对 积分 贡献 的 a! 倍 . 例如 
取 (18) 式 的 时 序 , 则 有 


Tltsto) = nl eh Ym em C0) HI GV dV dy (22) 
tio 和 
比较 (21) 式 与 (22) 式 , 则 (17) 式 可 改写 成 


Vlyt) = 去 | so je IH CD) CO) at nedt 
o 


P(A(&)B(t)) = { (19) 


(23) 
这 就 是 我 们 所 需要 证 明 的 . 明显 地 , 式 中 所 有 上 限 都 等 于 
读者 可 能 安 怀 疑 以 上 结果 是 否 应 该 给 予 太 高 的 评价 ,其 理由 
是 (23) 式 完全 是 形式 的 ,因为 我 们 并 不 知道 编 时 算 符 P 的 明显 表 
示 . 幸好 情况 并 非 这 样 . 如 果 对 易 关 系 已 知 , 则 转 诸 因子 的 编 时 乘 
积 (chronological product) 能 够 简化 为 明显 的 表示 . 设 H' (6) 和 FH' 
(ww) 的 对 易 子 记 为 DCti ,4) 
Dlti,tz) = [H' (4) ,H' (ty)] (24) 
那么 ,由 于 定义 (19) 式 ,我 们 有 
PH’ (&),H'(t)) = H' (H's) 一 @(t — t)D(u — ta) (25) 
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式 中 6 一 5 = 位 2 (26) 
推广 到 多 因子 是 明显 的 ,并 且 编 时 乘积 的 约 简 适合 于 每 一 特殊 情 
形 , 特 殊 有 效 的 方法 已 被 建立 ,例如 在 量子 场 论 中 . 
当 VU,(t, 如 ) 由 (23) 式 表示 时 ,级 数 展开 (16) 式 有 时 候 可 改写 成 
“闭合 ”的 形式 
UCt,to) = Pexp[1 一 记忆 (他 )dz] (27) 


当然 ,“ 编 时 指数 ”形式 的 严格 意义 是 其 级 数 展开 . 
综 上 所 述 ,我 们 建立 了 有 用 的 近似 方法 . 逐次 近似 法 给 出 


UV=U=1 

Do 一 名 十 四 

0 一 Wh+ Ut+U (28) 
UW= Ue-D 十 U, 


如 果 F' 包 含 某 一 参数 ( 炮 合 常数 ), 则 0 包含 直到 这 一 参数 的 
次 短 的 项 . 

这 样 ,在 相互 作用 绘 景 中 作 微 扰 处 理 的 方法 叫 协 变 微 扰 论 
(covariant purterbation theory) ,“ 协 变 ” 是 指 这 种 微 扰 论 的 结果 满足 
洛 仑 效 不 变性 的 要 求 . 在 薛 定 兽 绘 景 中 作 微 扰 处 理 的 理论 叫 非 协 
变 微 扰 论 ,或 叫 旧式 微 扰 论 ， 

3. S- 矩 阵 的 确定 

我 们 将 在 相互 作用 绘 景 中 ,利用 上 面 所 得 结果 来 计算 时 间 相 
关 散 射 问 题 中 的 S- 和 矩阵 . 

考虑 到 8S- 矩阵 可 以 表示 为 时 间 演 化 算 符 UC) 当 如 一， 
it 六 十 co 时 的 极限 , 即 

S= lmU(,t) (29) 


+o 

或 S=U(+%,— %) (30) 

作为 我 们 的 出 发 点 ,根据 上 述 戴 还 方法 ,可 以 用 级 数 展开 来 表示 
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S- 矩 阵 : 
s= Ys. (30) 
Ee 
= Po er 0 ea C32) 
象 (27) 式 那样 ,可 把 S- 矩 阵 表 示 为 
3 一 PopL CF CDdt] (33) 


由 此 可 见 ,由 于 编 时 算 符 P 的 引入 ,使 8- 矩阵 的 表 式 大 为 简化 ,5- 
和 矩阵 的 逐次 近似 是 

SV0= S50=1 

SO 一 So 十 S 

SG 一 So 十 Si 十 Sz (34) 


SV= SD) 十 8S。 
其 中 心 由 (32) 式 给 出 . 取 属 于 某 一 完全 集 的 确定 初 态 和 来 态 间 的 
和 矩阵 元 ,我 们 便 得 到 第 "级 近似 
(flS® 0) = 66+ (Sst +t (Ss (35) 
将 上 式 与 8$ 4(5) 式 及 84(14) 式 比较 ,可 以 看 出 : (a)3- 矩 阵 的 零 级 
近似 与 散射 问题 无 关 ;(b) 在 "级 近似 中 , 可 表示 为 


史 则 一 8 十 3 十 …… 十 总 (36) 
一 昌 用 这 种 方法 确定 了 7- 和 矩阵 ,跃迁 几率 便 可 根据 $ 4(10) 
式 或 (11) 式 计算 . 
4. 葛 勒 波 算 符 


在 以 上 的 讨论 中 ,有 一 个 很 重要 的 问题 ,就 是 (29) 式 定义 的 UU 
(to) 当 t 一 ct > 十 co 时 的 极限 存在 ,才能 在 S- 矩 阵 的 一 系列 
公式 中 代 之 以 = 一 cc 和 = 十 co. 但 是 ,由 于 (27) 式 中 的 H' (t) 
是 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 , 它 与 薛 定 兽 绘 景 中 的 下 有 如 下 的 关 
系 ( 见 第 五 章 8 3(42) 式 、(45) 式 ) : 
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H' ( 昌 一 di” (et (37) 
即使 下 不 随时 间 变 化 ,于 ( 必 也 是 时 间 的 函数 ,而 且 当 t 很 大 时 ,DU 
() 成 为 随时 间 急速 振荡 的 算 符 ,不 能 保证 上 述 极限 存在 . 为 了 
消去 这 种 无 意义 的 振荡 ,可 以 借助 相互 作用 的 绝热 开关 的 方法 
(device of adiabatic switching) ,引入 一 个 切断 因子 , 即 用 

Hilt) = e-"H' (的 (38) 
代替 H' (2， 并 对 所 得 结果 取 极限 im. 
现在 我 们 介绍 由 Gell-mann 和 Goldberger 引入 与 此 有 关 的 更 
有 效 的 方法 . 这 个 方法 有 助 于 我 们 更 深刻 地 理解 散射 问题 . 
为 此 ,首先 引入 一 个 任意 的 时 间 的 平滑 变化 函数 了 (0 ,定义 
为 
lim f(t) 一 im evf(t )dt ] 
让 es (39) 
对 上 式 作 分 部 积分 ,得 
im = [TCD)er 了 -一 | 各 


所 fa, 
Jim f0) = [fC er Yr [ Yo 


假定 f 当 t= 一 (+co) 时 有 适当 的 极限 , 记 为 了 (一 co ) [了 

(十 oo0)], 那 么 上 式 取 极限 ”> 十 0 后 , 便 得 到 
lim fC) = f(— co) 
人 (40) 
mf = f(+ co) ) 

若 假定 了 当 i-> 一 co( 十 吕 ) 时 振荡 ,例如 


lim sint = lim 中 sint ev f(t )dt 
Pr +0 | -oo 
= lim dy — cost') J] 
”+0 十 1 > 
= i et 一 一 _0 
hr 元 直 T( 振 葛 项 )] 
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同 理 lim sint = lim 中 sae ew f(t dt 
9 二 0 


4 十 co 0 
-FF 
可 见 ， lim f(D 的 定义 (39) 式 可 以 消去 振荡 项 . 
现在 我 们 定义 四 个 算 符 : 


UC, 一 cc) 三 lim VGC) = limn| erUCG,t)d (41la) 
4 一 co 十 0 一 co 

UC+ 0b) 三 im Vt;h) = lim | er sar (41b) 
十 oo q+0 J0 

UDC 一 cot) = lim VC,h) = lim erUC ,td (41c) 
ees q+0 J -oo 


人 二 名 二 你 吉 lim er Ct Ya (410) 
十 co +QA JI0 


我 们 将 证 明 , 这 里 定义 的 具有 无 限时 间 宗 量 的 UV- 算 符 与 具有 有 限 
时 间 宗 量 的 算 符 CCt,t) 具 有 相同 的 性 质 ,为 此 首先 研究 它们 满足 
的 积分 方程 . 将 (12) 式 代入 (41a) ,我 们 有 


Ul, — oo) = lim "| er [1 一 于 | Hv, de de 
Im 十 0 J —o LB 
= lim [er Je. 
9 十 0 
i 0 
一 二 jim | frm Un t )dtat 
育 ot0 js 


上 式 二 重 积分 范围 是 图 8-5 
中 的 阴影 区 域 . 若 将 积分 
下 限 # 扩 展 为 一 oo, 则 应 减 
去 点 线 区 域 的 贡献 . 交换 
积分 的 次 序 ( 由 于 指数 收 
敛 因 子 的 存在 ,交换 积分 
次 序 是 允许 的 ), 便 得 
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1( 一 co) 三 1 一 a dwr[H' (t") im erU(t,t dt ] 
一 4 一 = 


一 让 dwr[LH' Ct") lm 可 er DCe,t Dat]) 
一 co qt0 Jr 


由 于 | .okew,e)dz 是 收 敏 积分 ,因而 
lim” orU (tt de 一 0 
qt0 Je 
于 是 ,我 们 得 到 
DG — 00) = 1—#) aetmeo 各 中 eradoeodz] 
利用 (41a) 式 的 定义 ,最 后 得 到 


这 亏 HU, 一 co)dm (42) 


上 式 与 (12) 式 中 形式 上 令 4 一 一 co 所 得 结果 完全 一 样 ,这 就 证 明 

了 Ul, 一 0) 与 V(t,to) 满 足 同样 的 积分 方程 . 此 外 ,还 可 证 明 ,V Gt， 
一 2) 与 V(t,t) 的 其 他 性 质 亦 相同 ,例如 

Ut Ut 一 co) = DG 一 co) (43) 

U+ (t, — 00) =U(— ool) (44) 

对 于 (4lb) 一 (41d) 式 定义 的 0( 十 coyt)7( 一 coyt) 及 DG 十 co)， 

同样 的 考虑 便 可 得 到 相应 的 结果 . 归纳 起 来 , (41) 式 定义 的 四 个 算 


符 的 性 质 , 可 由 ztto) 的 如 下 性 质 : 
Ut) 一 1 一 | HU si) dt (12) 

外 1 
UU 0) = Ut) (7) 
D+ (to) = to 10) 

分 别 令 bm= 土 ce 或 :一 士 co 代入 以 上 诸 式 得 到 . 
特别 重要 的 是 算 符 : 

UVU(0, 一 oo) = 9 (45a) 
UV(0, 十 co) 三 9C) (45b) 


@ 参阅 Roman,Advanced Quantum Theory，§ 4 一 3,P. 318. 
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它们 分 别 由 (41a) 和 (41d) 式 中 令 :一 0 得 到 . 这 两 个 时 间 无 关 的 算 
符 称 莫 勒 波 算 符 (Mmller wave operators). 现在 我 们 着 手 建立 它们 
-的 性 质 和 讨论 它们 的 物理 意义 . 

我 们 限于 讨论 H, 和 H' 不 显 含 时 间 的 情形 . 由 于 在 磁 擅 的 普 
遍 理 论 中 我 们 处 理 封闭 系 ,假定 哈密 顿 量 与 时 间 无 关 不 会 影响 所 
得 结果 的 应 用 . 

将 第 五 章 8 3(4) 式 和 (45) 式 


Uedat = exp[ 一 译 扣 一 9] 
Doest) = exp[ 一 译 的 一 如 和 
代入 (11) 式 得 
De = exp[ 下 名 一 雹 Jexp[ 一 诗 扣 一 (84 一 )] 


op[ 才 一 所 8] (46) 
由 此 得 到 ( 令 二 0, 并 将 改写 成 
UO) = ef tot e-bay (47) 


式 中 Ho 和 H' 是 指 薛 定 户 绘 景 中 的 量 .但 由 于 五 不 显 含 时 间 , 故 
苹 定 户 绘 景 中 和 相互 作用 绘 景 中 的 Ho 相同 (第 五 章 § 3(47) 式 ). 
将 上 式 代入 (41a) ,我 们 得 到 


V0(0,— oo) = im 中 ore re- mde C48) 
q+0 J—oo 


注意 上 式 中 五 与 #8 一般 不 对 易 , 故 两 指数 项 不 能 合并 在 一 起 .为 
了 避免 这 个 困难 ,我 们 把 上 式 作 用 到 参考 问题 的 定 态 本 征 矢 |2.) 
上 ,注意 Ho18.) 二 为 |@.) ,可 以 用 本 的 本 征 值 B. 代 将 Ho, 于 是 得 
到 


a 
VU(0, 一 00) 19.) = lim 中 exp{t [7 一 方 已 十 言 E]jdt [0.) 
qt0 1—o0 


LL 1 5 9 
一 lim 7{— 一 一 一 一 一 一 er[2 一 马 一 和 1- 
Ji 了 万 一 总 一 而 }18.> 
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一 节 , 万 一 已 一 而 |) 人 


记 *= 加 , 则 得 


U(0, — 0)1®.) = lim 1%.) (50) 


em 一 十 到 
如 果 1a) 是 在 能 详 的 连续 区 内 利用 1+) 的 闭合 形式 表示 § 3 
《25) 式 ,我 们 可 得 到 重要 的 关系 : 
QP =0(0, — 0)18) = |y+) (51) 

可 见 , 莫 勒 算 符 8‘+?=U(0, 一 oo) 将 参考 问题 的 任意 连续 谱 本 征 
态 变 成 真实 散射 问题 的 相应 的 入 射 态 |w+). 但 应 注意 ,上 式 在 某 
种 意义 上 仅 是 形式 的 关系 , 它 还 不 能 给 出 0+). 事实 上 , (51) 式 是 
解 李 普 曼 - 许 温 格 方程 的 一 种 方法 , 应 用 这 种 方法 时 我 们 首先 应 该 
解 Z(, 一 c) 的 积分 方程 ,由 此 确定 D(0, 一 co), 即 Si+, 在 许多 
情形 下 , 解 VG, 一 oo) 的 积分 方程 比 解 |w+) 或 7 了 的 积分 方程 要 简 
单 得 多 . 

将 z' 作 用 到 (51) 式 ,并 注意 $4(30) 式 ,我 们 可 以 得 到 英 勒 算 
符 与 人 矩阵 之 间 的 关系 


HRV=T 或 HV(0, 一 co) 一 了 (52) 
另 一 方面 ,将 万 作用 到 (51) 式 ,并 注意 HIP+)=B.|+),Ho|@.》 
二 8.|9.) ,我 们 得 到 
HU(0, — co)19。) =H|IY+) = Ely+) 
=BU(0, 一 co)| 包 》 


=V(0, 一 00)8.|9,) 
=V(0, 一 oo)HolG.) 


由 于 | 包 ) 是 任意 的 ,因而 得 到 
HU(0, 一 co) = 一 0(0, 一 co)Ho， 或 ”Red = 9‘+tH0 
(53) 
这 是 波 算 符 的 另 一 有 用 的 性 质 . 
最 后 ,我们 给 出 莫 勒 算 符 的 显 式 . 正 象 在 多 数 问 题 中 那样 , 假 
定 吾 没有 束缚 态 (bound states). 这 时 连续 谱 的 态 |@.) 组 成 完全 集 ， 
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有 2210.) (0%.1=1. 用 (@.| 有 乘 (51) 式 并 对 a 求 和 , 则 得 
QP 00, 一 co) = DYt) 0.) (54) 


这 是 一 个 很 有 用 的 明显 表示 . 但 严格 说 来 , 它 仅 当 印 没 有 束 缔 态 
时 才 是 正确 的 . 央 上 式 可 见 9c+) 的 物理 意义 可 陈述 如 下 :9 人 + 是 一 
个 投影 算 符 (projection operator), 它 把 有 ,的 希 尔 伯 特 空间 中 连续 
谱 的 本 征 态 矢 |2.) 投 影 到 的 希 尔 伯 特 空间 中 连续 谱 的 本 征 态 
矢 |w+)， 

完全 类 似 地 可 以 推出 男 一 个 莫 勒 算 符 9=0C0, 十 eo) 的 性 
舌 ; 例 如 


co) V0, + oo)|6,) = |y7) (55) 
HU(0, + co) 一 V0, 十 co)Ho， 或 H9 = 9 Ho (56) 
2 = U0, + .00) = 2 lr. (57) 


注意 到 (44) 式 及 对 or 十 ce) 的 类 似 等 式 , 可 得 
守 位 莫 江 大 (一 00,0),， 9 二 U(+co0) (58) 


因而 (51) 式 和 (55) 式 可 分 别 写成 
00) “Ut(~ 00,0)1%) = IY+) (59) 
: Ut (+ co,0)1@.) = |yr) (60) 


下 面 讨论 莫 勒 算 符 作用 到 妃 的 束缚 态 的 结果 . 由 (54) 式 和 
《57) 式 ,我 们 有 


gs) 一 D)10.) (pl (61) 


由 于 所 有 束缚 态 与 散射 态 正 交 ,《w# |zg 一 0 所以, 当 上 式 作用 于 
东 缔 态 |w6) 时 得 
PY =U(F 0,0) = Plow I =0 (62) 


即 算 符 geb+ 消 灭 所 有 束缚 态 . 类 似 地 , 当 9‘+ 作 用 于 责 的 束缚 
态 | 多 ) 时 , 亦 可 得 
QD) 二 5(0,， 士 co)| 史 ) =0 (63) 
最 后 我 们 研究 莫 勤 算 符 是 不 是 么 正 的 . 不 管 Hu 有 无 束缚 态 ， 
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我 们 只 限于 能 谱 的 连续 部 分 ,从 而 可 以 利用 (54) 式 和 (57) 式 .再 利 
用 (61) 式 和 正 交 归 一 化 条 件 (@.18} 二 64, 则 有 

U0, 一 co)U+ (0, 一 co) 二 9cp9cpD = 

= DY 0.9) (| 


= >) Yt) Cit lo 
ob 


= 2) lvt) yt| (64) 
考虑 到 完全 人 性 公式 8 3(39) 式 ,有 
Dvir l=1—4 (65) 
式 中 
4 三 >) lv#) (wel (66) 


4 可 以 看 作 是 五 的 分 立 谱 的 本 征 矢 所 张 的 空间 中 的 投影 算 符 . 
这 样 ,由 (C64) 式 和 (65) 式 给 出 
U0, 一 co)U+ (0, 一 oNG 一 1 一 4 (67) 
另 一 方面 
Ut (0, 一 co)0(0， — co) 三 89 QO") 
= D6) vt ly) (0 
pr 


= D1 0, (68) 
参考 态 的 完全 性 关系 为 
Del=1— hh (69) 
式 中 4= > 1%) (ol (70) 
是 Ho 的 分 立 谱 的 本 征 矢 所 张 空间 中 的 投影 算 符 . 
这 样 ,由 (68) 式 和 (69) 式 给 出 


U+ (0, 一 co)7(0, 一 co) 三 999) 一 1 一 4 (7 
考察 (67) 式 和 (71) 式 得 出 结论 :9 人 二 0(0, 一 oo) 当 且 仅 当 五 
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和 媚 o 都 没有 分 立 的 束缚 态 时 是 么 正 的 . 如 果 仅 H 或 Ho 有 束缚 
态 , 则 9 中 是 左 ( 右 ) 等 距 算 符 . 
完全 类 似 地 ,我 们 可 以 得 到 
U0,+ co)U+ (0, 十 oo) =1—A (72) 
Ut (0, 十 co)I(0, 十 co) 三 0m =1— A (73) 
在 结束 本 段 时 我 们 给 出 势 散射 情况 下 莫 勒 算 符 的 表示 . 取 
(54) 式 或 (57) 式 在 坐标 表象 中 的 矩阵 元 ,容易 得 到 
r IoD) = Dr IvE) (GI) 


= ywE(r )e-*"dk (74) 


5. 时 间 无 关 和 时 间 相 关 和 散射 中 S- 矩 阵 的 等 价 性 

现在 我 们 来 证 明 , 在 时 间 无 关 散射 理论 的 框架 内 定义 的 8- 矩 
阵 

lv-)= Slw+)， 或 654 = (V7 I》 
与 时 间 相关 散射 理论 中 定义 的 8- 矩阵 
| 到 (十 co)》 = 8 多 (一 co))》 

是 等 价 的 . 

首先 ,8. 是 在 相互 作用 绘 景 中 联系 无 限 过 去 态 与 无 限 未 来 态 
的 时 间 演化 算 符 , 即 S$=U( 十 co, 一 oo). 现在 我 们 来 证 明 ,V 中 时 
间 宗 量 为 无 穷 时 是 有 意义 的 . 上 面 已 证 明 过 ,其 中 之 一 的 时 间 宗 量 
为 无 穷 时 是 有 意义 的 ( 见 (42) 式 ), 对 于 两 个 时 间 宗 量 为 无 穷 的 情 
形 ,利用 (39) 式 ,有 


4&S= I( 二 co, 一 co) = im 本 erU(+ oo,0)d (75) 
rt0 J -~ 


这 是 因为 !( 十 co 光 ) 已 经 证 明 是 存在 的 . 利用 (7) 式 得 
U(+ ot) = VU(+ OVCG,t) 
代入 (75) 式 ,于 是 得 
S =U(+ ,i) = tim | erUlt,t de 
9 十 OU —oo 
=U(+ oo,OU(t, — co) (76) 
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其 中 最 后 一 步 用 了 (41a) 式 . 因为 1 是 任意 有 限 的 瞬时 ,为 了 方便 ， 
我 们 取 t=0, 于 是 得 到 
S=U(+ ,MU0, 一 co) = 9 9 (77) 
可 见 ,S- 和 矩 阵 可 表 为 两 个 莫 勒 算 符 的 乘积 . 
在 时 间 无 关 散 射 问题 中 , 基 的 自然 选择 是 利用 参考 问题 的 连 
续 本 征 态 , 即 ii)= 18),|f) 二 1%). 注意 到 (77) 式 及 (51) 式 、(60) 
式 , 我 们 得 到 、 
Shi = (BS|®) =(8B UC+ co,0)7(0， 一 co) | 和》 
=(V7 | 到 上》 (78) 
这 正 是 时 间 无 关 散射 问题 中 的 8- 矩 阵 元 ,这 就 证 明了 8- 和 矩阵 两 
种 定义 的 等 价 性 . 
6. 绝热 假设 
从 上 面 讨论 的 等 价 性 看 到 ,我 们 可 以 考虑 一 个 比较 简单 的 参 
考 体系 来 代替 “真实 ”的 体系 ,而 参考 态 |9.) 与 真实 态 | 哇 ) 间 存在 
一 一 对 应 ,使 得 散射 截面 等 等 可 以 通过 相对 于 参考 态 定义 的 算 符 
的 矩阵 元 来 计算 . 下 面 我 们 更 严格 讨论 这 种 处 理 方法 的 实质 . 
磁 擅 过 程 是 一 个 真实 入 射 态 18t 变 成 真实 出 射 态 |z7 的 过 
程 , 即 


. [it 一 [wr) (79) 

代替 撒 述 这 种 跃迁 ,我 们 可 以 把 碰 擅 看 作 是 引起 相应 参考 体系 的 
初 态 和 末 态 之 间 的 如 下 跃迁， 

10) 一 127) (80) 


现在 我 们 来 证 明 真实 过 程 如 何 能 被 参考 的 模型 过 程 (reference 
model process) 所 代替 . 
在 时 间 相 关 散 射 的 处 理 方法 中 ,我 们 曾 假定 上 = 一 co 时 19 
《一 0))=|8), 经 过 无 限 长 的 时 间 后 ,我 们 有 
19( 十 co)) = S|@) (81) 
利用 (51) 式 《55) 式 《44) 式 和 (77) 式 , 当 (79) 式 表示 的 过 程 发 生 
时 , 则 有 
1®) =U0"1(0, — co) |¥t> (利用 (51) 式 》 
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U1(0, 一 co)|z7) (利用 (79) 式 ) 
二 V71(0, 一 ce)0(0,， 十 0)18:) (利用 (55) 式 ) 


=U+(0, 一 oo)U(0, + co)197) ( 么 正 性 ) 
二 U0( 一 00,0)0(0, 十 吕 )|%〉 (利用 (44) 式 ) 
=U(— co， 十 0) |®y) (利用 (7) 式 ) 
=S71|®) (利用 (77) 式 ) 
即 是 |®) 一 S-1|@) 
或 S|®) 一 107》 (82) 


由 此 可 见 ,车 有 |zt) 一 |27》 则 有 S108) 一 |®). 
其 次 ,我 们 来 证 明 , 真 实 过 程 (79) 的 跃迁 几率 与 等 价 的 模型 过 
程 (80) 的 跃迁 几率 相等 . 任意 一 个 真实 出 射 态 可 以 写作 


I¥-) = Do ly ) (83) 
在 |w-) 态 中 找到 某 个 特殊 末 态 |w7) 的 几率 为 
lol?= | (wr ly-) |? (84) 
由 于 (60) 式 ,上 式 可 改写 成 
lal? = | UC+ co,0)| )|? (85) 
另 一 方面 ,任意 参考 态 |8) 也 可 写成 
18) = D6l®) (86) 
在 19? 态 中 找到 某 个 特殊 的 参考 态 |2r 的 几率 是 
14 上 一 [Gy|8) | (87) 


如 果 没 有 束缚 态 存在 ,(60) 式 可 以 变 成 
|@) 一 (十 ,0) |) 


一 般 地 有 
1g》 =U(+ co,0)| 到 -》 
将 上 式 代 入 (87) 式 ,因而 得 到 
lal?= |(@UC+ oo,0) 1-)|? (88) 
比较 (85) 式 和 (88) 式 ,最 后 得 到 
lol* = lal? (89) 


这 就 是 所 需 证 明 的 对 真实 过 程 和 模型 过 程 具有 相等 的 跃迁 几率 的 
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的 结论 . 由 此 可 见 ,确实 可 以 用 一 个 自由 的 参考 体系 去 代替 相互 作 
用 的 真实 体系 . 因为 求解 一 个 自由 体系 的 方程 总 比 求解 非 自由 体 
系 的 方程 容易 得 多 ,这 是 相互 作用 绘 景 的 重要 优点 之 一 . 

在 上 面 的 推导 中 , 作 了 19( 一 co)) = |@) 的 假设 ,我们 现在 来 
讨论 这 一 假设 的 物理 含义 . 让 我 们 考虑 从 t= 一 到 i= 十 吕 全 过 
程 的 各 个 环节 . 当 我 们 断言 在 t= 一 co 时 态 1%《 一 o20)) 就 是 参考 体 
系 的 始 态 |1@) ,实际 上 就 意味 着 在 t= 一 co 时 相互 作用 右 可 以 看 
作 是 被 关闭 (switching off) ,并 且 1?( 一 0)) 是 Ho 的 本 征 态 . 然后 我 
们 想象 相互 作用 逐渐 地 被 引入 (switching on), 在 引入 过 程 中 态 的 
内 部 性 质 ( 能 量 、 动 量 、 自 旋 等 ) 不 改变 (绝热 引入 ). 如 果 在 1=0 时 
获得 H' 的 “全 部 强度 ”(“full strength”), 我们 便 有 绝热 过 程 
(adiabatic process) : 、 

15( 一 co)) > jw+ (0)) =0(0, 一 co)19( 一 co)》 (90) 
即 在 :一 0 时 我 们 得 到 与 参考 体系 1@( 一 co) 态 具有 相同 人 性质 的 真 
实体 系 的 入 射 态 |w+(0)). 然后 ,实际 的 碰撞 过 程 在 有 限 的 时 间 间 
隔 (= 0 到 ! 一 ! 内 发 生 , 即 有 
Iw+ (0))》 -> Iv- (D) U0,0) |v+ (0)) (91) 
即 在 t=t 时 刻 我 们 得 到 真实 的 出 射 态 . 最 后 ,我 们 想象 在 t=t 到 
= 十 co 的 时 间 内 相互 作用 H' 绝 势 地 切除 而 不 改变 态 的 内 部 性 质 . 
所 以 ,过 程 的 最 后 一 环 是 
Iw CO) 一 19( 十 oo)) 三 DC oo 9》 (92) 
式 中 |g( 十 co)) 是 H, 是 本 征 态 . 

由 上 可 知 ,实际 的 散射 过 程 发 生 在 有 限 的 时 间 间 隔 t=0 到 t= 
t 内 . 划 勒 算 符 UC0, 一 co) 和 UC 十 oo,) 的 作用 分 别 是 从 参考 体系 
的 初 态 | 儿 得 到 真实 的 入 射 态 |&+ (0)) 和 从 真实 的 出 射 态 | 罗 -5 
得 到 参考 体系 的 末 态 |9+ (co)), 这 就 是 我 们 采用 Gell-mann 和 
Golldberger 方法 时 ,在 S= (十 oo, 一品) 中 振荡 项 不 会 引起 麻烦 的 
物理 解释 .事实 上 ,从 形式 的 观点 看 ,我 们 可 以 说 相互 作用 的 绝热 
开关 等 价 于 利用 “绝热 相互 作用 ”Hs 来 代替 真实 的 相互 作用 开 '， 
即 用 

365 


Hu = ellH' 
代替 HY'. 由 此 ,可 以 产生 “绝热 的 "Us, 指数 因子 消除 了 所 有 的 振 
蓝 . 在 作 完 计算 之 后 , 取 极 限 ”> 十 0. 在 实际 计算 中 常常 使 用 这 种 
方法 . 

在 相对 论 量子 场 论 中 ,在 != 一 2 和 t= 十 时“ 裸 ” 粒 子 
(“bare particles”) 的 假定 明显 地 是 一 个 理想 化 的 假定 ,自作 用 (self- 
interactions) 是 永远 不 能 被 引入 或 切除 的 .但 是 ,绝热 假说 断言 ,我 
们 可 以 想象 , 助 籍 于 莫 勒 算 符 0(0, 一 co),H' 的 绝热 引入 使 裸 粒子 
周围 附着 虚 量 子 云 ,即使 裸 粒子 转变 成 为 “物理 ?粒子 (“physical” 
particles), 磁 擅 过 程 则 是 在 物理 粒子 或 “ 穿 衣服 ”的 粒子 (“dressed” 
particles) 之 间 发 生 的 ,最 后 , 当 物 理 粒子 再 互相 远离 时 , 莫 勒 算 符 
U( 十 oo, 四 使 它们 失去 附着 的 虚 量 子 云 , 使 物理 粒子 又 转变 为 ( 想 
人 象 的 ) 出 射 “ 裸 ” 粒 子 或 “不 穿 衣 服 ” 的 粒子 (“undressed” particles)、 

量子 电动 力学 的 成 功 给 这 种 假说 的 应 用 提供 了 证 据 ， 


86 传播 子 和 格林 函数 算 符 


1. 3 矩阵 的 图 形 表 示 
我 们 从 8- 矩 阵 的 标准 形式 (3 4(5) 式 ) 
Sn= bx 一 2mi6(By 一 B)Th (1) 
出 发 . 它 的 级 数 展开 表 式 (§ 5(31) 式 ) 为 
8 一 So 十 8 十 8 十 …… (2) 


其 中 ,So=1,5, 包含 有 相互 作用 的 次“ 敌 ”. (1) 式 中 企 矩 阵 的 玻 
恩 级 数 表 示 为 ($4(33) 式 ) 
1 


=H' 十 于 ——————H 
te ey 


1 1 
+H' 了 二 二 5 一 轴 二 5 十 … (3) 
它 的 矩阵 元 为 ($ 4(27) 式 ) 


1 
Tn= (HB) + (lH BT 9) 
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1 1 
RT mT +, (0 


用 完全 性 关系 22 10.) 《9,1 一 1 及 正 交 归 一 化 条 件 ( 吕 10.) 一 ,可 
得 
Ts = (BlH' |) + 


+ Do 10 0, 


+ (lH' 


1 
pay ee A bid my) 十 … 


(5) . 


将 (5) 式 代入 (1) 式 便 得 到 
(SO 2 On 
(SD 一 一 2m6(Bs — BE) (lH' |D,) 


(S25 一 一 2zz6(B 一 Bo) >) (DH' |0.) 


1 
人 | 丽 一 而 于 届 


(6) 
[8.) (Da |H' | 你 》 
] 

以 上 各 项 可 用 简单 的 图 形 表示 (graphical representation), 为 此 ,我 
们 规定 下 列 规则 : 

《1) 用 一 条 从 右 向 左 带 箭 头 的 线 代 表 | 名 ,此 线 称 为 入 射 自 
由 线 (incoming free line); 

《2) 在 入 射 自由 线 上 用 一 黑 点 表示 H' ,此 黑 点 称 为 顶点 或 顶 
角 (vertex)， 


(3) 用 一 条 连结 两 个 顶 角 的 线 代表 算 符 


GiB) = 2) 10) 0, 10.) (0.l 


1 
| 一 记 十 司 
ee ee 
一 瓦 一 遍 二 可 
此 线 称 为 内 部 线 (internal line) ; 
(4) 用 一 条 从 最 后 一 个 顶 角 指向 左 的 带 箭头 的 线 代 表 (9r|， 
此 线 称 为 出 射 自由 线 (outgoing free line). 
应 用 这 些 规则 时 要 注意 ,我 们 读 (S,)s 的 数学 公式 时 总 是 从 最 
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右 端 开始 顺序 向 左 读 出 每 一 个 因子 ,并 相应 地 画 出 图 形 . 显然 ,上 
面 的 规则 足以 用 图 形 表示 8 的 矩阵 元 ,并 且 是 唯一 的 . 

应 用 这 些 规 则 ,我 们 可 以 用 图 形 表示 (2) 式 中 每 一 个 矩阵 元 ， 
把 相应 的 各 个 图 形 相 加 便 可 得 到 8 的 图 形 表示 ,如 图 8-6 所 示 ( 为 
了 简化 ,我 们 写 ; 代表 | 全 ,了 代表 (@r|). 


La LA La Hm 
Sn= > + + AN 
* ' 了 nN’ i 
图 8-6 


相反 地 ,如 果 给 出 一 个 图 形 ,按照 上 述 规 则 ,我 们 可 以 立刻 写 
出 相应 的 数学 表示 (当然 ,我 们 还 必须 添上 因子 一 2r 好 (Br 一 为))， 

现在 我 们 可 以 对 8- 和 矩阵 级 数 展开 的 每 一 项 作 图 解 诠释 
(pictorial interpretation). 从 图 8-6 看 到 ,一 阶 项 简单 诠 译 为 自由 入 射 
粒子 在 顶 角 处 发 生 散 射 而 后 变 成 出 射 的 自由 粒子 .二 阶 项 可 诠释 
如 下 :自由 粒子 i 在 第 一 个 项 角 处 被 散射 ,然后 传播 到 第 二 个 顶 角 
处 ,再 遭受 另 一 次 散射 ,最 后 变 为 末 态 自由 粒子 f. 更 高 阶 的 项 包 
含 更 多 的 内 部 传播 

用 图 形 表 示 -矩阵 的 方法 是 费 曼 (Feynman) 首 先 提出 来 的 ， 
因此 ,这 样 的 图 形 称 为 费 曼 图 (Feynman graph). 

2. 自由 传播 子 

由 两 个 顶 角 之 间 传 播 线 表示 的 数学 因子 是 熟知 的 逆 运 算 (及 
一 Ho 十 切 )~1. 因为 它 包含 自 由 哈密 顿 量 Ho, 从 现在 开始 我 们 称 G+ 
(5) 为 自由 传播 子 或 自由 传播 函数 (free propagator). 将 自由 传播 
子 叶 作 付 立 叶 变换 便 可 表明 这 个 新 算 符 是 造成 态 随时 间 演 化 的 
原因 . 

为 此 ,考虑 如 下 定义 的 算 符 G+ (2): 


对 GO = 动 | -cfCDe-iraz 
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Me 1 i 
=- 遍 迎 | 天 南郊 ixdz 0) 


可 以 证 明 G+ (满足 下 列 方程 : 
(一 荔 训 十 HDGHO = 6(D (8) 
证 明 如 下 . 因为 8, ,不 是 时 间 函 数 , 帮 算 符 一 不 十 与 [一 六 


如 +10] 对 易 ,于 是 ,《8) 式 左边 为 


(一 访 主 十 HG#H(D 一 
ee 
一 2 大 -万 一 万 干 可 


-1 lim 下 
一 2 研一 -五 一 五 "十 切 


(— B+ HoOeisdp 
1Je~isdp 
其 中 右边 第 二 项 可 用 回路 积分 方法 求 得 (在 复 了 下 半 平 面 及 实 灿 
围 成 回路 
im "| = lim, 2 (re = 0 

于 是 得 证 . 

由 于 (8) 式 ,我 们 称 ct(t) 为 自由 (未 受 微 扰 ) 薛 定 谓 动力 学 方 
程 的 格林 函数 算 符 . 注意 G+ (t) 不 是 普通 的 数 ,而 是 希 尔 伯 特 空间 
中 的 算 符 , 它 与 表象 无 关 , 相 对 于 某 一 特定 的 基 取 和 抢 阵 元 ,就 得 到 
相应 的 格林 函数 ， 

实际 上 ,GE(s) 是 推迟 格林 函数 算 符 (retarded Green-function 
operator) 

GD)=0 对 t<0 (9) 

这 是 因为 (7) 式 积分 时 必须 在 复 好 平面 的 上 半 平 面 取 闭 合 回路 ， 
如 图 8-7(a) 所 示 . 这 时 由 于 十 名 的 存在 ,被 积 表达 式 即 算 符 (8 一 妈 


“十 区 下 在 上 半 平 面 不 存在 极点 ,因而 积分 值 为 零 . 
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ImB ImE 


0 joi 
(a) (b) 
图 8-7 
当 巡 0 时 ,积分 回路 必须 如 图 8-7(b) 那 样 选 取 , 于 是 


ddO= 总 lm (2rpe -av 


= (10) 
由 (7) 式 的 逆 关 系 我 们 得 到 
GH(8) = | ~ G4 (Dead dD 


这 表明 传播 子 叶 (B) 是 时 间 格 林 函 数 算 符 (temporal Green- 
function operator)G+(t) 的 付 立 叶 变 换 . 

为 了 解释 G() 的 物理 意义 ,我 们 先 证 明 遵守 自由 桩 定语 动 
力学 方程 


[一 站 蕊 十 HoC&)J10()) 一 0 (12) 
的 参考 体系 的 态 矢 19(t) ?可 表示 为 
le)) = [ot — a + 10 an (13) 


果然 ,由 于 (9) 式 ,上 式 有 效 的 积分 上 限 应 为 ,上 式 可 改写 成 
lecw) = tm ot — # + DIO Yh 
将 上 式 代 入 (12) 式 左边 并 利用 (8) 式 ,我 们 得 到 
[一 请 总 十 Hot)]J10(D)) 一 


2 


=[ 一 太吉 


+ Ht) lim Ga — a + WD IOC) dn 
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er; 本 
一 各 并 访 耻 0+ (加 二 十 幼 
十 Holta)Gt Cb — + DO dt 
=— lim fs — + D0) = 0 
4+0 oo 


即 证 明了 《13) 式 是 (12) 式 的 解 . 由 (13) 式 可 见 , 算 符 6+ (一 十 区) 
的 效应 是 引起 自由 态 从 到 # 的 时 间 传 播 ,由 此 ,可 称 它 为 自由 体 
系 (参考 体系 ) 的 时 间 传播 子 . 更 严格 地 说 , 态 的 时 间 演 化 可 以 想象 
为 以 GH(4 一 十) 为 核 (kernel) 的 积分 变换 .而 of (6 的 付 立 叶 变 
换 , 即 G+(B), 则 称 为 < 能 量 空间 ”的 自由 传播 子 ,或 称 为 时 间 无 关 
问题 的 格林 函数 算 符 ， 

5. 真 实 传播 子 

象 上 面 一 样 , 先 定义 真实 的 ( 受 微 扰 的 ?格林 函数 算 符 G+(t)， 
它 是 完全 薛 定 兽 方程 的 算 符 解 , 即 G+(t) 满足 


(一 首 训 十 夯 十 轩 )0+ (一 一 oD) (14) 
及 边界 条 件 
G+ =0 对 (<0 C15) 
类 似 于 自由 传播 子 的 方法 ,可 以 证 明 , 遵 守 完 全 薛 定 音 方程 
[一 首 记 十 矶 GD 十 瑟 Go]lzdo)) 一 0 (16) 
的 真实 体系 的 态 矢 |w(&)) 可 表示 为 
woe) = [er GatDlre)a 7) 


这 样 ,G+ (一 问 十 力 可 以 认为 是 真实 时 间 传 播 子 (true temporal 
Propagator). 从 (17) 式 可 以 看 到 ,6C+ (4 一 4 十 ) 是 在 t= 的 态 中 发 
现 特定 态 |w(4)) 的 几率 振幅 . 但 这 种 说 法 有 些 肤 浅 ,因为 G+ 是 算 
符 . 更 严格 地 说 ,在 任意 表象 p 中 ,矩阵 元 (w 1G+ (4 一 十 ) 1p) 给 
出 在 态 函 数 (p10(tz)) 中 发 现 态 函 数 (p'|12(《41)) 的 几率 振幅 . 

下 面 我 们 来 找寻 自由 格林 函数 算 符 0+ (1) 与 真实 格林 函数 算 
符 G+() 之 间 的 关系 .把 (14) 式 改写 成 (以 下 省 写 79); 
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[一 攻 芒 十 oC)Je+ (4 一 4 = 


=— ts —t) — H(t)G+ (ts — t) 
一 一 6 一 外 一 | ad 一 加 于 toGr 四 一 Da 8) 


车 令 一 六 况 十 HoC4)== 尺 (4) ,RR 二 1, 则 由 上 式 可 得 
G+ (ts — &) =R-1(t)[— 6 — &) 
| 一 站 se 一 ampere 一 am (19) 
注意 到 (8) 式 ,有 
Gt (ts — t) =— Rt)o(b — b) 
于 是 (19) 式 成 为 
G+ (& ~— ) 


+o 
一 夺 公 一 站 一 站 oa 一 加 下 (er Ch — tas 


一 时 他 一 外 十 站 一 加 了 er 一 Dim (20) 


其 中 bb 如 
现在 我 们 用 诺 埃 曼 级 数 方法 (迭代 法 ) 来 求解 这 个 非 齐 次 费 甸 
德 堆 姆 积分 方程 ,得 到 
G+ (tz — 4) 
=Gt (各 一 下) 十 | — )H' (6)Gt ts 一 加)dts 


丰 jere — WH (Gt Ch — tH (dG ts — tatadd (21) 


式 中 积分 限 全 部 从 一 "到 十 ce ,但 要 注意 ,由 于 QH 的 推迟 性 质 ,只 
当时 间 次 序 为 
b> >> "> (22) 
时 积分 才 有 贡献 . 
为 了 给 出 级 数 (21) 式 的 图 形 表示 ,约定 取 时 间 增 大 的 方向 由 
下 而 上 ,到 村! 间 的 真实 时 间 传 播 子 用 连结 这 两 时 刻 的 粗 体 直线 
表示 妆 到 4#+: 间 的 自由 传播 子 用 连结 这 两 时 刻 的 细 直 线 代 表 , 相 
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互 作用 哈密 顿 量 环 (be) 用 直线 上 的 结 点 (kink) 表 示 , 记 上 加, 并 对 训 
进行 积分 . 这 样 , 诺 埃 曼 - 刘 维 级 数 (21) 式 用 图 形 表 示 为 图 8-8、 


4 a 
4 
4 十 
7 
a 


图 8-8 
按照 上 面 的 约定 ,积分 方程 (20) 式 亦 可 用 图 形 表示 为 图 8-9. 


全 4 ta 
1 
[1 & 4 
图 8-9 
现在 我 们 变换 到 “能 量 空间 ”. 引入 G+() 的 付 立 叶 变换 


G+ (8) = 启 or Dead (23) 


G+(8) 称 为 真实 传播 子 (true propagator), 为 了 找到 91CE) 的 明显 
形式 , 取 上 式 的 道 变 换 


G+ (0) = py (CB)e-kndp (24) 
i 
将 上 式 代 入 (14) 式 ,得 
G+ (B)(B— Ho— HY=1 
由 此 得 到 


1 
,万 一 万 二 可 2 


其 中 万 =Ho 十 H' ,并 在 分 母 中 加 上 了 无 穷 小 虚数 部 分 急 ,以 保证 
G+(B) 有 限 ,于 是 ， 0 


+eo 
二 se 
和 的 pe Hm -opB— 六 于 


且 当 ti<0 时 G+Q)=0. 
由 (23) 式 和 (25) 式 可 知 ,真实 格林 函数 算 符 G+(s) 的 付 立 叶 
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G+ (E) = 


dp (26) 


变换 G+(B) 就 是 熟知 的 全 逆 算 符 lm (B—H+) 1 § 3(30) 式 )， 
因而 称 G+(8) 为 能 量 空间 的 真实 传播 子 . 
容易 求 得 自由 传播 子 G6(8) 与 真实 传播 子 G+ (8) 之 间 的 关 
系 . 取 积分 方程 (20) 式 的 付 立 叶 变换 得 到 
G+ (EB) = GF (BE) 十 GH(B)H'G+ (B) (27) 
上 式 不 是 新 东西 ,而 是 8 3(33) 式 , 即 8 3(32) 式 的 缩写 ,在 那里 是 
根据 代数 算 符 恒等式 8$ 3(31) 式 推导 出 来 的 . 用 迭代 法 便 可 得 到 代 
数 的 玻 恩 级 数 《algebraic Born series) : 
G+ (E) =0+(E).+ GHE)H'GH(E) 十 
+ GH(E)H'GH (EH'GH (EB) + ~ (28) 
它 就 是 8$ 3(34) 式 的 缩写 . 
算 符 方程 (27) 式 和 它 的 级 数 展开 (28) 式 可 以 分 别 用 图 形 表示 
为 图 8-10(a) 和 图 8-10(b). 
Hr 


G+(B G¢ (8B) G+ 
oy BD - _ctD AR 
H' a 
Gt(8) G+ OF, 
em， - 一 一 一 SAVAE 
Hr 


图 8-10 
4. S- 矩 阵 的 闭合 形式 
现在 我 们 回 到 8- 和 矩阵 元 84 的 展 式 . 利用 缩写 of 代替 自由 传 
播 子 ( 及 一 鼠 " 十 切 )-" 则 (2) 式 和 (6) 式 可 表 为 
Sn 一 一 2m6(B; — E){(DIH' IG) 十 
十 DCAL ALRLCALL LR :AL 十 …} (29) 


或 
Si =— 2ri6( 有 一 BN){CD IH' ID) 十 
+ (|H'GHH' I) + (@|H'GHH'GHH' [D) + »…} 
一 一 2m6(B — EB)(D NH' IG) 十 
+ 《@|H' (Gt + GFH'Go 十 **)H' I)} (30) 
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利用 (28) 式 ,最 后 得 
Si 一 一 2m6(B, — B) {BH |) 
+ (|H'G+ (BOH' 1G.)} (31) 
可 见 , 利 用 真实 传播 子 使 我 们 能 够 把 5- 矩阵 表 为 闭合 形式 . 
利用 相同 的 约定 ,可 以 用 图 形 表示 S- 甜 阵 的 闭合 形式 ,如 图 
8-11 所 示 . 


图 8- 11 
从 形式 上 看 ,S- 矩 阵 的 这 种 闭合 形式 像 二 次 近似 ,差别 只 在 于 
前 者 用 真实 传播 子 代替 了 后 者 的 自由 传播 子 . 将 图 8-10 代 入 图 8- 
11 便 可 得 到 8- 和 矩阵 微 扰 级 数 的 图 形 表 示 ( 图 8-6). 图 解 方法 (graph 
techniques) 使 我 们 能 够 得 到 复杂 的 解析 关系 ， 
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第 九 章 ，” 相 对 论 量子 力学 


薛 定 兽 方程 是 量子 力学 的 基本 方程 ,可 以 把 它 看 作 是 币 观 物 
理学 的 动力 学 规律 ,类 似 于 经 典 的 宏观 物理 学 中 的 牛顿 (Newton) 
运动 方程 . 应 该 指出 ,检定 启 方 程 是 非 相 对 论 的 , 它 只 能 描写 速度 
远 小 于 光速 的 粒子 的 运动 .按照 薛 定 兽 方程 运动 的 粒子 ,几率 (或 
粒子 数 ?是 守恒 的 ,没有 粒子 的 产生 或 消灭 现象 事实 表明 ,对 于 描 
述 原子 与 分 子 的 绝 大 多 数 现象 ,甚至 包括 低能 核 物理 的 许多 现象 ， 
醉 定 词 方程 是 相当 成 功 的 . 这 是 因为 在 上 述 问题 中 ,粒子 运动 速度 
远 小 于 光速 ,相对 论 效应 很 小 ,所 以 雁 定 词 方程 是 一 个 好 的 近似 . 
但 一 涉及 高 能 领域 ,粒子 产生 与 消灭 就 是 一 个 普遍 的 现象 ,粒子 数 
不 一 定 守恒 , 在 这 里 , 非 相 对 论 性 的 苹 定 词 方 程 就 无 能 为 力 了 . 

从 醉 定 户 方 程 的 结构 来 看 ,其 时 间 坐 标 与 空间 坐标 处 于 不 同 
等 的 地 位 


信 全 一 《= EV + (1) 


即 波 函 数 对 时 间 坐 标 是 一 次 微 商 ,对 空间 坐标 是 二 次 微 商 , 这 种 对 
时 空 坐 标的 不 对 称 性 说 明 苹 定语 方程 不 满足 相对 论 要 求 , 即 方程 
不 具有 洛 仑 效 不 变性 (Lorentz Invariance). 为 了 建立 满足 相对 论 不 
变性 的 方程 ,差不多 与 蔷 定 词 方程 提 出 的 同时 , 苹 定 词 (1926 年 )、 
戈 登 (Gordon ,1926 年 ), 克 莱 因 (Klein,1926 年 ) 等 人 建立 了 相对 论 
性 的 波动 方程 (relativistic wave equation). 例如 ,在 自由 粒子 的 情况 
下 ,方程 是 


一 帮 2 = (~— #2T? 十 me (2) 


习惯 上 称 它 为 克 莱 因 - 戈 登 (Klein-Gordon) 方 程 , 或 称 苹 定 词 - 戈 登 


(Schr6dinger-Gordon) 方 程 ,或 称 克 芋 因 - 福 克 (Klein-Fock) 方 程 . 与 
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非 相 对 论 性 的 莅 定语 方 程 明显 不 同 ,在 K-G 方程 (2) 中 出 现 了 波 
函数 对 时 间 坐 标的 二 次 导数 ,正如 出 现 波 承 数 对 空间 坐标 的 二 次 
导数 一 样 . 
1926 年 , 狄 喇 克 提出 了 电子 的 相对 论 性 波动 方程 
(六 + Mea. 7 — pm P= 0 (3) 


式 中 与 是 与 坐标 .动量 无 关 的 算 符 . 在 这 个 方程 中 , 波 函 数 对 
时 间 坐 标 和 空间 坐标 都 是 一 次 导数 . K-G 方程 (2) 和 猴 喇 克 方 程 
(3) 都 具有 相对 论 协 变性 (relativistic covariance). 

K-G 方程 由 于 过 到 了 “ 负 几 率 " 的 困难 而 被 搁置 7 年 之 久未 
为 人 们 所 重视 ,而 儿 喇 克 方程 除了 满足 相对 论 要 求 之 外 ,还 把 粒子 
的 自 旋 包 含 在 方程 之 中 , 换 句 话说 ,电子 的 自 族 和 内 豪 磁 矩 乃 是 方 
程 的 必然 结果 ;同时 , 它 还 能 对 氢 原子 光谱 的 精细 结构 给 予 满意 的 
解释 . 此 外 , 狼 喇 克 还 预言 了 正 电子 的 存在 . 所 以 , 狄 喇 克 方程 作为 
一 个 单 电子 方程 所 取得 的 成 就 是 令 人 满意 的 . 

直到 1934 年 , 泡 利 (Pauli) 和 韦 斯 科 夫 (Waisskopf) 重 新 认识 
K-G 方程 ,给 它 以 新 的 解释 : 它 不 是 一 个 单 粒子 的 方程 ,而 是 一 个 
场 方程 并 对 它 进行 量子 化 . 同样 , 狄 喇 克 方程 和 电磁 声 的 志 克 斯 书 
方程 都 应 为 场 方程 .这样 ,K-G 方程 \ 狼 哺 克 方程 和 麦克 斯 韦 方程 
作为 场 方程 分 别称 为 标量 场 .放量 场 和 矢量 场 (m=0) 方 程 ,将 它 
们 量子 化 后 ,分 别 搞 述 自 族 为 0、 笃 和 #m==0) 的 粒子 ,例如 = 介 
子 .电子 和 光子 等 等 

本 章 我 们 的 讨论 仍 局 限 在 单 粒子 波动 方程 的 框架 内 ,所 以 还 
不 是 彻底 的 相对 论 量子 力学 . 要 进一步 更 细致 地 说 明 电子 的 反常 
磁 甜 和 氢 原 子 能 级 的 兰 姆 (Lamb) 位 移 ,或 处 理 粒子 的 产生 和 消灭 
现象 , 单 粒子 理论 就 不 行 了 . 关于 把 场 方程 进行 量子 化 ,并 用 来 说 
明 高 能 领域 中 粒子 的 产生 和 消灭 等 现象 的 内 容 ,读者 可 阅读 有 关 
量子 场 论 的 书籍, 
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$1 克 莱 因 - 戈 登 方程 


1. 从 薛 定 谓 方 程 到 K-G 方程 
在 非 相 对 论 量 子 力学 中 ,自由 粒子 的 薛 定 兽 方程 可 以 从 经 典 
的 能 量 动量 关系 式 


已 一 一 (4) 


2m 

利用 算 符 蔡 换 已 -起 呈 ， 了 -一 六 (5) 

然后 作用 于 波 函 数 上 得 到 
vr,0) = 一 起 Vr, (@) 

从 上 式 出 发 易 证 

+ vi=0 0) 
其 中 p=p"p>0 (8) 
j 一 一 总 (VV 一 wy) . (9) 


Pp 为 粒子 在 空间 的 几率 密度 (probability density) ,ij 为 几率 流 密度 
《probability current density)，(7) 式 叫 连续 性 方程 (continuity 
equation) ,反映 定 域 的 几率 守恒 . 

为 得 到 满足 相对 论 不 变性 要 求 的 波动 方程 ,人 们 注意 到 相对 
论 的 能 量 动量 关系 式 


B? = op? + mct (10) 

利用 算 符 将 换 (5) 式 并 作用 于 波 函 数 (r,t) 上 , 即 得 到 
Sy 一 (一 训 CV2 + mc) (11) 
或 Vy 一 吉 琵 一 吕 v=0 U1) 


这 就 是 自由 粒子 的 K-G 方程 .上 式 可 简写 成 
( 口 ~ kK’)=0 (12) 
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式 中 口 = 一 二名，& = 移 (13) 


亦 可 写成 协 变 形式 : 
(HB— Ko) 到 一 0 (14) 


式 中 ,一世 ,其 中 ,ai 一 只 一 去 训 , 从 1 到 4, 重 复 下 标 表示 从 1 


到 4 求 和 . 
2.“ 负 能 量 ” 与 “ 负 几 率 ” 困 难 
K-G 方程 (11) 将 产生 正 能 解 和 负 能 解 .为 看 出 这 点 , 令 
yr,t) = FO (15) 


代入 (11) 式 可 得 了 (iD) = eke (16) 
式 中 是 分 离 常 数 ;而 确定 的 方程 是 
Vy+ 训 PY 一 加 $0 (17) 


上 式 对 应 于 非 相 对 论 醉 定 词 能 量 方程 形 一 尽 % 最 简单 的 平面 波 
(plane wave) 解 是 
$7) = ei?" (18) 
将 上 式 代入 (17) 式 得 
mr?c? 


一 站? 二 0 


由 此 得 到 B' =+tceVp + me (19) 
这 里 能 量 出 现 正 负 号 , 即 出 现 
了 没有 物理 意义 的 “ 负 能 量 ” 
问题 . 无 论 是 在 经 典 力学 领 
域 ,或 是 量子 力学 领域 ,都 磁 
到 “ 负 能 量 ” 问 题 . 但 是 在 经 典 
力学 中 , 由 于 能 量 应 连续 变 
化 ,而 观测 到 的 粒子 的 初始 能 
量 总 是 正 的 (B 志 mc 二 0), 所 
以 以 后 任何 时 刻 ,能 量 保持 


为 正 , 不 致 引起 麻烦 . 但 在 量子 力学 中 ,粒子 可 以 跃迁 (图 9-1)， 
“ 负 能 级 ” 便 成 了 没有 物理 意义 的 困难 . 

与 负 能 级 联系 在 一 起 的 还 有 “ 负 几 率 ” 的 困难 .与 从 非 相 对 薛 
定 户 方 程 得 到 连续 性 方程 相似 的 步骤 ,可 以 得 到 


a + 了 VY.:j=0 (20) 
或 写成 协 变形 式 : 
aj,=0 (21) 
ER 
式 中 p= gma En y Ei ) (22) 
ji 一 本 ww 一 wz) (23) 
mn 


j= (jyicp) (24) 
如 果 想 把 (22) 式 的 p 解释 为 粒子 在 空间 的 几率 密度 是 有 困难 的 ， 
因为 p 不 是 正定 的 (positive definite). 这 是 由 于 K-G 方程 是 时 间 的 


二 阶 微分 方程 ,只 当 (Gr,0) 及 她 wCr,t) | 都 给 定 后 ,yw(r, 人 才能 


确定 ,而 初始 条 件 wr,0) 及 襄 w Cr 1-o 是 可 以 任意 给 定 的 ,这 就 
有 可 能 在 空间 一 些 区 域 中 pCr, 才 为 正 而 在 另 一 些 区 域 中 为 负 , 其 
至 在 全 部 区 域 中 都 为 负 . 

由 于 这 些 困难 ,K-G 方程 被 搁置 七 年 之 久 . 1934 年 , 泡 利和 韦 
斯 科 夫 把 K-G 方程 解释 为 场 方程 ,并 把 ep 和 oj 分 别 解释 为 电荷 
密度 和 电流 密度 ,e( 恕 p 十 四 二 0 解释 为 电荷 守恒 定律 (但 粒子 
数 不 一 定 守恒 ). 由 于 K-G 方程 中 波 函 数 只 有 一 个 分 量 , 它 所 描述 
的 粒子 是 没有 自 施 的 . 1947 年 在 实验 上 发 现 + 介子 ( 自 施 为 零 ) 
后 ,人 们 普遍 用 K-G 方程 来 描述 自由 x 介子 场 ,以 后 又 用 来 描述 
K 介子 等 一 类 微观 粒子 的 运动 

3. 非 相对 论 极限 

如 果 我 们 限于 正 能 量 的 情形 ,那么 在 非 相 对 论 极 限 ( 一 <1) 情 


况 下 ,粒子 能 量 可 过 似 地 表 为 
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2 一 az 十 可 一 wz 十 杞 ， 书 儿 me (25) 
其 中 第 一 项 是 粒子 的 静 质量 相应 的 静 能 量 ,第 二 项 是 动能 . 令 
Wr,t) =r)e $e 
= Yr) ee 
一 多 (re 下 (26) 
其 中 
wi (rl) = Wor)e- = $Cr)e er (27) 
是 非 相 对 论 的 定 态 波 函 数 . 
注意 到 (26) 式 ,有 


EE = Gr Br + mer! )eim’ 
3 


及 一 Y= = 该 字 ( 计 允 ) 
一 [一 如 Sr 十 2meri 十 mcty' Je-imt 
又 由 (27) 式 ,有 
汶 她 = & me 
如 Sr 本 (Ey 
但 2omc2 淮 3 一 2mc2 Ew 
故 一 对 远 Sr < 2mcz 斌 Fw 
于 是 得 到 
一 如 和 ~ [2mneif Sw 十 mo Je—im* 
再 注意 到 


Vw = VY ee 
将 以 上 诸 式 代 入 (11') 式 便 得 到 
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3 
请 三! 
EE 
这 就 是 非 相 对 论 情况 下 自由 粒子 的 萃 定 户 方 程 . 可 见 ,在 非 相对 论 
极限 下 ,K-G 方程 过 滤 到 萃 定 户 方 程 . 
此 外 ,还 可 证 明 , 当 把 (26) 式 代入 (22) 式 并 注意 到 (27) 式 ,可 
得 到 


部 
2 一 一 pA (28) 


Pr) = VV = yy>0 (29) 
这 时 是 正定 的 ,并 可 把 p 理解 为 几率 密度 . 


8 2 狄 王 克 方程 


1. 狄 喇 克 方程 的 建立 

为 了 避免 K-G 方程 所 带 来 的 负 几 率 困难 , 狄 喇 克 于 1926 年 
建立 了 电子 的 相对 论 波动 方程 . 狄 喇 克 认 为 满足 相对 论 要 求 的 波 
动 方程 应 该 是 时 间 上 和 空间 坐标 ~ 的 一 阶 微分 方程 ,这 样 可 使 方 
程 时 空 坐标 具有 对 称 的 特性 ,又 可 避免 几率 密度 表 式 中 出 现 容 。 


此 外 ,参照 非 相 对 论 量子 力学 中 泡 利 的 二 分 量 自 旋 理论 ,考虑 到 电 
子 除 了 平 动 之 外 还 有 新 的 自由 度 一 一 自 旋 ,因此 他 提出 电子 的 波 
函数 应 为 多 分 量 波 函数 , 即 
Welrst), oo=1,2,%,N (1) 
这 样 才能 在 非 相 对 论 极限 下 过 渡 为 泡 利 理论 . 
为 了 方便 ,多 分 量 波 函 数 《r,t) 可 写成 列 矢 的 形式 : 
art 
名 过 9 2) 
(r,t) 
而 其 复 共 轿 转 置 则 表 为 行 和 撩 形式 : 
Vt= (Vr (rt) ,I r,t) ,PR r,t)) (3) 
电子 在 空间 的 几率 密度 若 定义 为 
plr,t) 一 罗 + (r,t) (r,t) 
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LL 
= pa (C3 MC) (4) 


则 p 必 满足 正定 条 件 . 
为 了 得 到 对 时 空 坐标 的 一 阶 微分 方程 ,将 相对 论 的 能 量 动量 
关系 式 配 一 cp? 二 oret 两 边 开 方 ， 
B= VS 十 mc; (5) 
但 是 ,上 式 右 端 是 非 线性 的 ,不 满足 量子 力学 中 算 符 为 线性 算 符 的 
要 求 . 儿 喇 克 假 定 (5) 式 右 端 可 以 写成 如 下 线性 形式 ， 
B = Vopr TF me cap 十 pn (6) 
其 中 。 和 p 是 与 坐标 、 动 量 无 关 的 算 符 , 我 们 把 (6) 式 右 端 看 作 是 
自由 电子 的 哈密 归 算 符 ， 
H= ca*p+ fm (7) 
利用 算 符 普 换 B-> 访 到 ,p 一 过, 并 作用 到 波 函数 上 , 便 得 到 自 
由 电子 的 狄 哺 克 方 各 


(十 Wa VT pm = 0 (8) 
或 WW = Hy (9) 
其 中 五 由 (7) 式 给 出 . 由 上 式 看 到 , 狄 喇 克 方程 与 非 相对 论 萃 定 启 
方程 具有 相同 的 形式 ,但 其 中 互 当然 大 不 相同 . 
2. 算 符 a 和 8 的 代数 性 质 
将 (6) 式 平方 便 有 
(a p+ pmc)(a p+ Pme) 一 多 mic? 
即 
(api 十 Pmc) (mpi 十 Bmc) = 下 十 中 十 下 十 m2c? 
将 上 式 展 开 得 
dirt op + dp + rmie 
二 (qaz 十 qza)pipz 十 … 十 … 
上 + (ap 十 pm)pme 十 … 十 二 所 十 邓 十 马 十 mo? 
为 使 上 式 两 边 恒 等 , 必 须 服从 如 下 的 代数 关系 : 
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A=%=%=f=1 
wa mm = 0, i,k=1,2,3,ik (10) 
api+ pba=0, 1=1,2,3 


或 写成 
FF=1 
Gm 二 m= 260, iskt= 1,2,3 (11) 
af + Pa= 0, i= 1,2,3 | 


由 上 两 式 可 见 ,m%( 即 m) ,az( 即 o,),as( 即 a) 及 8 是 四 个 相互 反对 
易 (anticommutation) 的 算 符 . 它们 的 平方 和 都 等 于 1, 因 而 它们 的 
本 征 值 是 土 1. 
3 与 8 的 矩阵 表示 
算 符 ,ma 在 一 定 的 表象 中 可 以 用 和 矩阵 表示 . 
因为 五 是 厄 密 算 符 ,所 以 ,4,a,8 都 必须 是 厄 密 算 符 , 即 
= =%, qt=a, ft= Pp- (12) 
因此 ,它们 的 矩阵 必然 是 正方 矩阵 ,由 于 这 些 相 互 反对 易 的 算 符 的 
本 征 值 是 士 1, 可 以 证 明 它们 的 矩阵 的 维 数 不 能 是 奇数 ,只 能 是 偶 
数 , 由 (10) 式 有 
ba=— op = (— EB)ap 
式 中 了 为 NXN 单位 矩阵 , 取 上 式 两 边 的 矩阵 所 对 应 的 行列 式 
值 ,得 
detp * detas = det(— EB). deta, » detp 
但 是 ,det( 一 B) 二 (一 1)*, 上 式 化 为 
(—1)”=1 
因而 N= 偶数 
2X2 矩阵 有 4 个 是 线性 无 关 的 ,例如 , 泡 利 抢 阵 


sD 1 1 | =| Oe 
ol 0 “人 0 大 “0 -| 


及 2X2 单位 矩阵 
1 0 
| ) (14) 
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它们 构成 4 个 线性 无 关 的 2X2 矩阵 . 虽然 5.,0,,0: 是 相互 反对 易 
的 ,但 也 是 单位 矩阵 ,与 任何 矩阵 都 对 易 . 因此 找 不 到 4 个 线性 无 
关 的 彼此 反对 易 的 2X2 厄 密 和 矩阵 ,所 以 犹 喇 克 方程 中 的 a 与 8 


不 能 表 成 2X2 矩阵. 


我 们 尝试 用 4 阶 方 矩阵 来 表示 这 些 算 符 , 但 它们 的 4X4 矩阵 
表示 不 是 唯一 的 . 通常 惯用 的 是 泡 利 - 狄 喇 克 表 象 (Pauli- Dirac 
representation), 在 这 个 表象 中 ,5 是 对 角 化 的 . 由 于 8 的 本 征 值 为 


土 1, 故 可 取 
BE 0 
< b Eg 


其 中 5 为 a0 式 ,0=( 0) 是 2X2 零 矩 阵 , 即 


0 
10 0 0 
0 0. 0 
bl0o0 -1 0 
0 0 LO 


或 “| 人。 中， Rp 
其 中 0 由 (13) 式 给 出 .上 式 亦 可 明显 地 写 为 
0001 
0010 
“To 1 0 ol 
1000 
0 RE 
0 0 5 | 
0 ott | 
i 0 0 0 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 
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(19) 


o-oo 
oo 

Coor- 
o 


4. 连续 性 方程 
由 于 与 6 用 4X4 和 矩阵 才 示 , 故 狄 喇 克 方程 (8) 式 中 的 (7， 
0 也 要 用 四 行 一 列 矩 阵 
V(r,t) 
yo(r,t) 
(rt = 可 (20) 
V(r ,0). 
表示 ,而 其 厄 米 密 拖 g+(r,b) 则 用 一 行 四 列 矩 阵 表示 
w+ (rt) = VF rt VET WET) Cr ti) (21) 
因此 , 当 a 与 4 作用 在 w+ 上 时 ,必须 写 在 w+ 的 右边 . 
为 求 几率 流 密度 ,我 们 首先 写 出 狄 喇 克 方程 (8) 式 的 共 轿 方程 


访 St NcTy+t. a — y+ pmo? = 0 (22) 
以 %+ 左 乘 (8) 式 ,以 到 右 乘 (22) 式 ,然后 相 减 得 
访 ( 忆 2 多 十 cV . (w+taz)) = 0 (23) 
令 p=¥+t¥w (24) 
了 一 cZ+ az (25) 
则 得 连续 性 方程 
32 二 
节 + VJ=0 (26) 


《24) 式 定义 的 p 显然 是 正定 的 , 故 在 单 粒子 理论 中 可 把 p 解 
释 为 几率 密度 ,而 (25) 式 定义 的 了 则 为 几率 流 密度 ， 
5. 狄 喇 克 方 程 的 协 变形 式 
为 了 便于 相对 论 计算 ,我 们 将 犹 喇 克 方程 写成 协 变 形式 . 在 相 
对 论 量子 场 论 中 ,常用 自然 单位 制 , 取 c=#=1. 用 一 8 乘 (8) 式 得 
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(8 高 一 ipu 立 二 mm 一 1 (27) 


令 p=— ipa, j=1,2,3 } (28) 
一 月 
则 (27) 式 可 变 为 完全 对 称 的 形式 
(9+ my=0 (29) 


这 就 是 犹 喇 克 方程 的 协 变形 式 (covariant form). 利用 a 和 6 的 代 
数 性 质 (10) 式 , 则 (28) 式 引进 的 算 符 六 应 满足 如 下 代数 关系 
R=1, p= 1,2,3,4 ) 
yi 十 yj 一 0， 天 ”Ap = 1,2,3,4 
或 结合 为 一 个 关系 ; 
Yap Vys = 26%, 1,v = 1,2,3,4 (31) 
力 称 为 狄 喇 克 算 符 . 在 泡 利 一 狄 喇 克 表 象 中 , 可 表 为 


0 ~io, 1 0 
bd dong 全 0 = 0 -BE (32) 


(30) 


0 0 0 0 00 -1 
[oe ao 01 | 

即 0 .| 
On 6 -100 0 

0 0 —+:0 10 0 0 

人 .= 入 全， 六 0 0 
a ee 
0 0 v0 00 0 -1 


(33) 
称 为 犹 喇 克 矩阵 或 -矩阵 (Gamma matrices). 
由 (33) 式 看 出 ,六 矩阵 是 厄 密 抢 阵 . 诚然 ,我 们 也 可 从 a、p 的 
厄 密 性 吵 =,p+=5 证 明 思 的 厄 密 性 


WH=% (34) 
狄 出 克 方 程 的 厄 密 共 孝 方程 是 
av+ yj; — owt y+ my+= 0 (35) 
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引进 相伴 波 函 数 或 相伴 旋 量 (adjoint spinor) 


= y+ y, (36) 
其 矩阵 表示 为 
= (Yr, — YY, — Yi), (37) 
于 是 (35) 式 可 化 为 
(dPy, — m¥) = 0 (38) 


上 式 称 为 犹 喇 克 方程 的 相伴 方程 (adjoint equation). 
至 于 狄 喇 克 方程 的 协 变性 的 证 明 , 见 8 8. 


§ 3 电子 的 自 旋 角 动量 


在 非 相 对 论 量 子 力学 中 ,电子 的 自 旋 是 基于 一 些 实验 事实 ,把 
自 旋 看 成 第 四 个 自由 度 而 附加 进去 的 . 现在 我 们 从 狄 喇 克 方程 出 
发 ,可 以 很 自然 地 得 出 电子 具有 自 旋 角 动量 . 
为 此 ,研究 电子 在 库仑 中 心力 场 中 的 运动 . 这 时 ,势能 V(r)= 
ep(7), 于 是 ,哈密 顿 量 五 是 
H=c(a* p) mep + eplr) (1 
我 们 知道 ,在 中 心力 场 中 ,由 于 旋转 对 称 性 ,电子 的 总 角 动量 /是 
守恒 量 . 但 可 以 证 明 ,电子 的 轨道 角 动量 工 =rXzp 并 不 是 守恒 量 . 
例如 
[L,H]=[L,,c(a* p) 十 mc26 十 ep(r)] 
=c[L,a* p] 
=ifc(mps 一 up) 0 (2) 
其 它 分 量 可 同样 进行 计算 . 可 见 轨 道 的 动量 的 三 个 分 量 都 不 是 守 
恒 量 . 由 于 总 角 动 量 守 恒 ,因此 ,必定 存在 一 种 内 豪 的 角 动 量 ,使 得 
总 角 动 量 守恒 . 
为 寻求 这 一 内 豪 角 动量 ,我 们 作 一 个 四 阶 方 阵 了 : 


=-( "| . 
a (3) 
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o 0 
或 -| )， 了 一 并 ,9Z (4) 
0 oa 
不 难 证 明 
[2;,8] =0, [Zi = 0, j= zy,z (5) 
[Zoo] =20, [2,0] =— 2ia,,** (6) 
于 是 可 求 
[又 ,本 ={[Z.,cCa* p) 十 mc26 + ep(r)] 
=c[Z.,a * p] 
= 一 i2c(@p: — ax 凤 天 0 (7) 
若 令 
= 二子 (8) 
则 贝 (2) 式 积 (7) 式 可 得 
[TH]=0 (9a) 
对 其 它 分 量 亦 可 得 到 相同 的 对 易 关 系 : 
[ZE 一 0 (9b) 
[J,H]=0 (9c) 
于 是 有 [I,H]=0 (10) 
式 中 7 = 工 十 部 2 GD) 
由 此 得 出 结论 ,必须 存在 内 京 角 动 量 了 ,才能 保证 电子 总 角 动 量 
守恒 . 引进 算 符 
S 一 $2 (12) 


称 为 电子 的 自 旋 角 动量 算 符 . 这 样 ,电子 的 自 旋 性 质 能 自然 地 从 考 
虑 了 相对 论 效应 的 狄 喇 克 方 程 得 出 ,而 不 再 作为 假设 引进 到 量子 
力学 中 . 

下 面 我 们 引入 有 关 算 符 oa 和 三 的 运算 公式 ,以 备查 用 . 


(e+ A)(o* B) -345+w: [AD 


(ZF.A)(Z.B)=A.B+ii. (AX B) 
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(a* A)(Z .B)=(Z.A)(a.: B) 


(a A)(u. B)=A.:B+ii. (AX B) 
(13) 
=— ys(A.B)+ia' (AX B) 


Et 全 全 (4) 
式 中 *=( ) 


面 A、B 是 与 o 对 易 的 任何 两 个 矢量 算 符 . 


$4 自由 电子 的 平面 波 解 


1. 平 面 波 解 
我 们 首先 证 明 , 自由 电子 的 动量 是 守恒 量 , 由 于 c,p 与 坐标 、 
动量 无 关 , 有 
[Ip,H] =[p,ca* p+ mesp] 
一 cLb,a pl+ mc:[p,p]= 0 (1) 
故 自由 电子 的 动量 是 守恒 量 , 自 由 电子 的 能 量 自然 也 是 守恒 量 , 因 
此 ,它们 有 共同 的 本 征 态 .平面 波形 式 的 解 
Wp,sCrst) = up)e er (2) 
就 是 自由 电子 动量 和 能 量 的 共同 本 征 函 数 . 由 于 Ww 是 四 行 一 列 矩 
阵 , 故 x(p) 也 是 四 行 一 列 矩阵 


(Pp. 
ualp) 
一 3 
u(p) En C3) 
(p 
现 将 (2) 式 代入 狄 喇 克 方 程 $ 2(8) 式 ,得 到 x(p) 满 足 的 方程 
(ca* p+ mepu = Bu (4) 


为 简便 , 取 电 子 动量 方向 沿 z 轴 方向 ,动量 值 记 为 ,采用 泡 利 - 狄 
喇 克 表象 ,将 8 2(16)、(19) 式 及 本 节 (3) 式 代入 上 式 ,得 
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{0 0 cp 0 ] fu) Ea 0 0 Wl 
10 0 0 —ep| wa| mo 1 0 0 us 
cp 0 0 0 | 0 0 一 1 0 us 
Lo —cp 0 he 00 0 一 1 
了 
=5|" (5) 
Us 
U4 
由 此 得 联 立 方程 组 
(mc 一 Bu 十 cpus 一 0 (6a) 
cpu 一 (me 十 Eus 一 0 (6b) 
(mc: 一 B)us— cpu =0 (6c) 
一 cpuz 一 (mc 十 Ew 一 0 (6d) 


《6a) 与 (6b) 是 um 与 ww 的 联 立方 程 组 , (6c) 与 (6d) 是 与 w 的 联 
立方 程 组 ,它们 有 非 零 解 的 条 件 是 系数 行列 式 为 零 , 即 


me:—E cp ee 0 
cp 一 (me 十 E) 
由 此 可 解 出 马 的 两 个 根 为 
B= B+= 土 Vmic't+ c 一 士 |8| (8) 


由 此 可 见 , 服 从 狄 喇 克 方程 的 自由 电子 ,即使 动量 确定 之 后 ,能 量 
并 不 完全 确定 ,可 以 取 十 181, 也 可 以 取 一 | 有 |( 负 能 量 ) ,而 且 , 即 
使 动量 和 能 量 都 确定 后 ,能 级 仍然 是 二 重 简 并 的 (二 重 根 ), 故 仍 不 
能 完全 确定 状态 ( 波 函 数 ), 事实 上 ,如 把 B 一 B+ 分 别 代入 (6b) 和 
(6d) 式 ,可 求 出 


cp 
Ws = — en, 
十 如 
me B+ (9) 


一 一 一 伟人 
2 CE 十 再 + 


可 见 , 还 不 能 把 解 全 部 确定 下 来 . 要 将 状态 完全 确定 ,需要 再 找 一 
个 守恒 量 (好 量子 数 ) 与 p、H 都 对 易 ,以 构成 力学 量 的 完全 集 . 通 
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常 选 为 总 角 动 量 或 螺旋 性 (helicity). 
螺旋 性 算 符 定义 为 


op pe (10) 


其 物理 意义 可 理解 为 粒子 自 旋 在 动量 方向 上 的 投影 . 
可 以 证 明 
[Z*e,H]=0, [Z:e,p]=0 (11) 
(Z.e):=1 (12) 
可 见 , 了 J，e 是 与 Pp 五 均 对 易 的 守恒 量 ,其 本 征 值 为 土 1. 所 以 ,我 
们 可 以 选 (p, 鼠 ,一 。e). 作为 力学 量 的 完全 集 , 求 其 共同 本 征 态 , 即 
要 求 u 是 2, 的 本 征 态 


ZL 二 4 (13) 


即 一 和 (14) 
Us 


忆 串口 一 
[= 


一 ]J lu Wh 


由 此 得 到 一 和， 
一 2 一 Miz 
33 一 02l3y 
一 = 
对 于 4= 二 1，w%w=w= 0, 
4= 一 1]， 轨 二 二 0 
注意 到 (9) 式 ,对 于 了 = B+, 有 如 下 两 组 解 ; 
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ww~| oo |, 4=+! 


De 


b= 

> 
1 
| 

~ 


mc? | 
对 于 负 能 量 解 ?一 B_ 也 有 相应 的 结果 ， 
可 见 ,同一 能 量 对 应 的 两 个 状态 可 由 螺旋 性 算 符 的 本 征 值 来 
区 分 . 这 样 ,具有 确定 能 量 的 自由 电子 , 狄 喇 克 方 程 应 有 4 个 线性 
独立 的 解答 ,分 别 由 = 土 VeP 十 wie 及 了 .ee 二 1 来 标记 ,它们 


i 1 Mn 
0 
uD=N| ow ,B= BD = 1 = D1) 
mc? 十 B+ 
| 0 
让 
1 
w=N| 0 | 但 = 有 本 = 一 De 一 至 (4) 
Rt 
lme? 十 EH 
[et A 
me 一 BE- 
um=N| 0 ,B= B,D 一 ls 一世 (1) 
1 
L 0 J ba 
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0 
op 
ud = NIme— BE-| ,B= B,D,=— 1,,=—— (4) 
0 
1 


(15) 
式 中 YX 是 归 一 化 常数 : 
N= [1+ 


ea a 
在 非 相 对 论 极限 (一 0) 情 况 下 , (15) 式 趋 于 


1 


0 1 0 
We 中 区 ， WD 一 ;WO 


0 

2. 空 闪 理论 

在 上 述 狄 喇 克 方程 的 解 中 ,自由 电子 可 以 处 于 正 能 态 ,也 可 处 
于 负 能 态 . 这 种 负 能 解 的 存在 ,曾经 是 狄 喇 克 电子 理论 中 的 一 个 严 
重 困难 . 因为 这 里 的 负 能 量 同 以 往 非 相对 论 中 所 遇 到 的 负 能 量 有 
所 不 同 . 例如 在 中 心力 场 中 运动 的 电子 ,其 负 能 量 是 由 于 势能 起 点 
的 选择 而 产生 的 ,而 这 里 的 负 能 量 是 由 爱 因 斯 坦 质 能 关系 所 规定 
的 总 能 量 , 这 样 的 负 能 量 就 表示 粒子 的 质量 是 负 的 , 这 是 不 可 想象 
的 . 

另外 , 负 能 态 的 存在 将 不 能 解释 物质 世界 的 稳定 性 . 因为 对 于 
正 能 态 , 能 量 B+ 

1C 入 BH+< 十 co 
而 对 于 负 能 态 ,能量 B- 
— <E<— me’ 
如 图 9-1 所 示 . 由 于 负 能 态 的 存在 ,并 且 负 能 级 可 以 伸延 到 无 穷 远 
处 ,这 将 引起 正 能 态 的 电子 不 断 地 无 止境 地 向 更 负 的 能 态 跃迁 而 
放出 能 量 ,粒子 便 不 能 处 于 稳定 的 状态 . 
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为 了 克服 负 能 量 的 困难 , 狄 喇 克 于 1930 年 提出 过 “ 空 穴 ” 理 论 
《hole theory). 他 假定 在 真空 状态 下 ,所 有 负 能 态 都 被 电子 填 满 ( 电 
子 海 electron sea), 由 于 泡 利 不 相 容 原理 ,在 真空 中 运动 的 正 能 量 
电子 便 不 允许 取 迁 到 负 能 态 上 去 . 电子 海 只 起 着 背景 作用 ,电子 海 
中 的 电子 的 能 量 和 动量 是 不 能 观测 的 . 只 有 从 电子 海中 移 去 一 个 
或 多 个 电子 时 ,才能 产生 可 观测 效应 . 当 外 界 激发 时 ,例如 能 量 瑟 
之 2me: 的 y 射 线 的 作用 下 ,电子 海中 有 一 个 负 能 态 的 电子 被 激发 
到 正 能 态 , 负 能 态 中 便 减少 了 一 个 能 量 为 8-, 质 量 为 一 m、 电 荷 为 
一 e<0 的 电子 ,因而 电子 海中 便 出 现 一 个 “ 空 穴 ”, 它 具有 能 量 B+， 
质量 为 mm, 电 荷 为 十 e 之 0. 可 见 , 空 穴 与 正 能 态 电 子 具有 相同 的 正 
能 量 和 质量 ,只 是 电荷 符号 不 同 , 故 空 穴 可 理解 为 电子 的 反 粒 子 ， 
即 “ 正 电子 ”(positron). 1932 年 安 德 还 (Anderson) 在 宇宙 射线 中 观 
测 到 正 电子 ,证实 了 狄 量 克 的 预见 . 

狄 喇 克 的 空 穴 理论 ,预言 了 正 电子 的 存在 ,克服 了 正 能 态 电 子 
跃迁 到 负 能 态 的 困难 ,并 且 可 以 解释 电子 -一 正 电 子 偶 (electron- 
positron pair) 的 产生 (creation) 和 消灭 Cannihilation) 现 象 . 然而 , 空 穴 
理论 并 不 是 完满 的 理论 , 它 是 违反 客观 事实 的 . 实际 上 没有 电子 的 
真实 状态 被 看 成 是 充满 无 穿 多 个 负 能 态 电 子 而 又 不 可 观测 ,这 是 
匾 雇 的 . 实际 上 ,只 有 把 波动 方程 解释 为 场 方程 并 进行 量子 化 以 后 
才能 克服 负 能 困难 ,在 量子 场 论 中 可 以 很 好 地 解释 电子 一 一 正 电 
子 偶 的 产生 和 潭 没 现象 ,而 无 须 求 助 于 空 穴 理论 ， 
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象 电子 的 自 旋 角 动量 一 样 ,电子 的 自 旋 磁 矩 也 可 以 从 狄 喇 克 
方程 自然 地 得 出 . 为 此 ,我 们 先 考虑 电子 在 电磁 场 中 的 运动 ,建立 
电子 在 电磁 场 中 运动 的 犹 喇 克 方程 . 

电子 带电 荷 一 e, 它 在 电磁 场 (4,9) 中 的 运动 方程 ,可 以 在 自 
由 粒子 方程 8 2(8) 式 中 作 如 下 替换 得 出 : 
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E>E+ep 
?了 十 一 4， 了 ?为 正则 动量 
于 是 ,我 们 得 到 电子 在 电磁 场 中 运动 的 方程 
[B+ep— ca (p+ A)— mply=0 (2) 
式 中 召 和 p 是 算 符 ,由 8§1(5) 式 表示 . 上 式 亦 可 写成 
[HE+op)— a cp 十 oh) 一 mep =0 (3) 


利用 8 3(13) 式 中 的 公式 
(oo A)(a.A)= (4A:B)+ii: (AXB) 
可 将 (3) 式 化 为 


[ (该 邹 二 + ep)? 一 (cp + eA)? ~—,mict 


} 
) (1) 
] 


一 加 DB 二 iehoa.E]e 一 0 (4) 
式 中 B=VXA,E= 一 -2A 一 V9 
在 非 相对 论 极限 下 ,上 式 过 渡 为 泡 利 方程 . 事 守 上 , 令 
y =¥et™ ) 
B= + me 
在 非 相 对 论 极 限 情形 下 ,B'<mc?,ep<&me?, 则 有 
全 如 十 ep) 罗 二 [( 流 襄 十 eg) 十 mo] 二 


.9 . 
(证 训 十 ep) 下 二 {( 访 名 十 ep) 名 十 m2( 细 总 十 ep) 
十 met[《 访 六 十 em) 到 十 morw' J}e mt, 
全 {[mzct 十 2mcz( 访 六 十 ep) Jv' }e-ie 


代入 (4) 式 ,并 忽略 (4) 式 中 最 后 一 项 (在 非 相 对 论 极限 下 ,该 项 很 


@ 例如 可 参阅 曾 说 言 编著 ,量子 力学 ,下 册 ,P. 586. 
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小 ) ,得 到 


3 


1 e 
a = [nr 


这 就 是 电子 在 电磁 场 中 运动 的 泡 利 方程 . 右边 最 后 一 项 区 > “了 
是 电子 的 内 训 磁 矩 与 磁场 的 作用 能 量 . 内 豆 磁 矩 算 符 为 


4)2 一 ep 十 2 “Bly (6) 


了 一 一 芝 > (7) 
其 数值 为 玻 尔 磁 子 (Bohr magneton) ys: 
ka 一 十. (8) 


由 上 可 知 ,电子 具有 内 庄 磁 和 矩 值 ws 是 犹 喇 克 方程 的 一 个 重要 结 
果 , 这 与 实验 观测 值 很 相近 . 精细 的 实验 观测 值 为 
4= 1. 001l6ys 


所 以 ,一 方面 狭 喇 克 的 相对 论 量子 力学 能 够 对 电子 的 自 施 磁 逢 给 
子 掖 满意 的 解释 ,但 另 一 方面 观测 值 与 玻 尔 磁 子 还 有 微小 差异 (~ 
1005)' 其 原因 是 由 于 电子 具有 反常 磁 矩 (anomalous megnetic 


moment), 它 是 作为 单 电子 理论 的 狄 喇 克 的 相对 论 量子 力学 所 无 
法 解释 的 , 量子 电动 力学 的 计算 能 够 很 好 地 说 明 电 子 的 反常 磁 甜 . 
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电子 的 自 旋 与 轨道 相互 作用 可 以 从 狄 喇 克 方程 得 出 ,为 了 证 
明 这 一 点 ,我 们 讨论 电子 在 连 力 场 中 的 运动 ,并 作 非 相对 论 过 滤 ， 
设 电 子 在 原子 核 的 库仑 引力 场 p(7) 中 运动 ,A=0. 令 一 ep(7) 
二 V(r), 则 得 电子 在 连 力 场 中 运动 的 狄 员 克 方程 : 
证 写 一 [ca* p+mep 十 V(r) (1) 
对 于 定 态 解 
= 生生 (2) 
则 由 (1) 式 得 哈密 顿 算 符 的 本 征 方程 
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[ea . p 十 mc28 十 Fr)]% 一 Ey (3) 
将 # 写 成 如 下 形式 
i 
= (9 (4) 


其 中 9 表示 的 前 面 两 个 分 量 ,X 表示 % 的 后 面 两 个 分 量 . 
采用 泡 利 - 狄 喇 克 表 象 ,注意 到 8 2(15) 式 和 (17) 式 , 则 (3) 式 
变 成 


RE 


由 此 得 
co* PX mep+i+ Vp= Ep (6a) 
co* pp— m+ VX= EX (6b) 
下 面 我 们 讨论 在 非 相对 论 极限 下 的 近似 解 . 令 
B=E + me 
式 中 B'=8 一 me? 相当 于 非 相 对 论 极 限 下 的 粒子 能 量 . 由 (6b) 式 得 
tT 


1 EBE'—V. 
-m0 + 有) 


一 多 
一 二 (1 一 Se “pp (7) 


2mc 
由 上 式 可 以 看 出 ,(4) 式 中 是 大 分 量 ,% 是 小 分 量 , 因为 当 志 ->0 
时 ,x->0, 将 上 式 代 入 (6b) 式 得 


去 cc *p)(a。p)9 一 ae “Pp)lo*p)p 


+ mo PV opp+Vp= Bp (8) 
利用 $ 3(13) 式 中 的 公式 
(ao .4)(cG.B) 一 (4.B) 十 io.(4XB) 
可 化 简 
(oP) (op) 一 了 P， 
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(o* bp)7(c .bp) =V(o* p)(o* p)+ Lo: (py)1(o + p) 
=Vp? 二 (pV) .p+io* [CpV) X p] 
于 是 ,(8) 式 化 为 
p? - E 
(于 十 了)9 


—V 
Ame 


pp 


+ {PD Cg) 十 各 [GD X plp} = Bp (9) 


上 式 左边 第 二 项 
BV P,P 所 
mo? on md gm 
是 相对 论 效应 引起 的 小 的 修正 ,在 非 相对 论 极 限 下 可 以 略 去 ,或 与 
(9) 式 右边 的 相对 论 修正 相抵 消 ,因为 
Bb =B— mc = (cp 十 mi2c4)12 一 me? 


六 他 了 
一 2 
《9) 式 左边 第 三 项 可 化 简 如 下 : 
(pV) * (pg) 一 一 如 到 至， 


(PV) Xp = 一 WIV(r) X 卫 一 一 请 工 罗 r Xp 


代入 (9) 式 ,最 后 得 到 


p? dy dp 
[35 + 7?) Jp- 机 环 页 厅 
1 1ay 
Br HI?" Ey (10) 
dy 
其 中 nha sr (1D) 
代表 电子 的 自 旋 与 轨道 的 更 合 (spin-orbit coupling) 记 为 
g(r)S :LL 
1 lio 

其 中 607) 二 地 让 (12) 
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《10) 式 中 第 二 项 一 7 本- 玫 生 是 猴 咯 克 方 程 所 特有 的 ,没有 经 典 的 
对 应 项 . 


$7 和 氧 原子 能 级 的 精细 结构 
1, 转 力 场 中 电子 的 守恒 量 


在 非 相 对 论 情 况 下 ,在 中 心力 场 Y(r) 中 运动 的 粒子 ,哈密 顿 
量 为 


=— RV + Vr) 
2 2 
= 一 这 去 六 十 下 :PC) GD 
容易 证 明 
[L,H]=0 (2) 


即 角 动量 工 是 守恒 量 ,因而 ?也 是 守恒 量 . 所 以 常 选 ( 且 ,L?,Z 为 
守恒 量 完全 集 ,它们 的 共同 本 征 态 记 为 pw 
若 粒子 还 受到 自 旋 轨 道 耦合 作用 4(r)3S , 工 ,由 于 [L,S * LJ 
了 0, 轨 道 角 动 量 工 将 不 再 是 守恒 量 .但 
[L2,S.L]=0 (3) 
切 仍 为 守恒 量 , 若 令 
J= 工 +S，S= 闻 (4) 
则 [7,S。 蕊 一 0, 因 而 . 
[7,H]=0 (5) 
即 了 是 守恒 量 ,了 也 是 守恒 量 . 因此 , 常 选 (1,L?, 了 ,7) 为 守恒 量 
完全 集 , 相 应 的 本 征 函数 记 为 yni(! 一 证 去). 我 们 还 可 以 注意 到 ， 
在 非 相对 论 情 形 下 ,体系 状态 的 字 称 = 由 疡 的 量子 数 .完全 决 
定 :x 一 (一 1 因此 ,也 可 以 选 (1,2,J,,7) 为 守恒 量 完全 集 . 
在 相对 论 情况 下 ,在 中 心力 场 V(r) 中 运动 的 粒子 ,相应 的 能 
量 本 征 方程 已 由 $ 6(3) 式 给 出 , 即 
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[ca p+mep+V(r) y= By (6) 
其 中 四 
媚 一 ca .pp 十 mc2b 十 FC) (7) 
可 以 证 明 
[L?,H] =i[L (aX Pp)+ laxXp) 工头 0 (8) 
即 如 不 是 守恒 量 , 但 


[71,8]=0 (9) 

因而 总 角 动 量 ] 是 守恒 量 ,从 而 天 也 是 守恒 量 . 从 
了 一 代 十 间 D2 一 下 十 加, 工 十 好 (10) 
得 训 : 工 一 卫 一 亚 一 司 (1) 


可 见 , 了 2 * 工 也 不 是 守恒 量 ,( 这 一 点 与 非 相对 论 中 c * 工 是 守恒 量 
不 相同 ). 但 是 ,可 以 证 明 @ 
多 三 FE. 工 十 办 (12) 
是 守恒 量 , 即 
[WK,H]=0 (13) 
现在 我 们 求 让 的 本 征 值 态 利用 1 一 1 [Lp, 史 一 0, 则 由 (12) 式 
可 得 
办 K? =j2( 了 .了 工 十 刘 )2 一 ( 呈 。 工 )2 十 28。 工 十 如 
一 ZI2 十 #ZD. 工 十 训 (14) 
其 中 用 了 
(LZ:IE:L)=IL+iD (LXILI)=IL+# 记 :LL 
比较 (11) 式 和 (14) 式 可 得 


NK?= 二 + (15) 
注意 到 卫 的 本 征 值 为 


@ 参阅 曾 说 言 编著 ,量子 力学 ,下 册 ,P. 592. 
回 参阅 J. J. SAKURAI,Advanced Quantum Mechanics,P. 122. 
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CE, 6) 
所 以 友 K? 的 本 征 值 由 下 式 给 出 : 
w= [jG 二 内 十 地 rr 二 GO 十 民 ) 守 


于 是 ， = 0 十 议 7 
由 此 得 到 。 下 一 士 G 十 去 ) = 土 1, 土 2, 土 3,… (17) 


即 给 定 ; 值 ,有 两 个 值 与 之 对 应 ,相当 于 两 种 字 称 态 . 因此 可 以 
用 算 符 kK 代替 (J2?,m)， 

2. 连 力 场 中 狄 喇 克 方程 在 球 坐 标 中 的 表示 

为 了 求 得 在 连 力 场 中 电子 的 狄 喇 克 方程 的 解 ,首先 用 球 极 坐 
标 把 连 力 场 中 猴 喇 克 方 程 $6(3) 式 表示 出 来 . 为 此 ,首先 要 找 出 哈 
密 顿 量 如 何 用 kK 来 表示 . 由 (6) 式 可 知 ,及 中 只 有 第 一 项 ca* ?与 
角 量 坐标 有 关 , 其 余部 分 与 角 量 坐标 无 关 , 因 而 与 K 无 关 . 因此 我 
们 先 化 简 oa。? 项 . 

利用 §3(13) 式 ,可 证 @ 

(ar)(avr) 一 72 


la:nla:p) =lr.p+ Li. (rxX?) 


oi 
一 攻 广 十 村 了 工 


从 而 
a ?一点 (ar)(a ra p) 
@ 因为 
3 3 i 
享 一 让 诗 + 二 部 + 地 在 一 训 7? 
故 一 #2-rp 


402 


PO NR Ye A RS ,A 
= DFr 了 十 了 三 工 ) 


一 “Cr -bp 十 二 DT) (18) 
其 中 好 一 ta “7) (19) 
称 为 “ 径 向 速度 ” 算 符 . 
由 (12) 式 可 知 
工 *: 工 二 PAK 一 广 
代入 (18) 式 得 
ap =a(Lr 9 一 这 十 这 pH 
=a(, + 和 pK) (20) 
其 中 pr = 二 Cr “Pp 一夫 ) 
ee 
一 一 访 ( 订 十 2 (21) 


只 与 径 向 坐标 有 关 , 可 称 为 “ 径 向 动量 ” 算 符 ， 
现在 证 明 ,a 与 m 都 是 厄 密 算 符 . 利用 与 的 可 对 易 性 ,有 
中 一 (a tr l=(ar)r 一 (22) 
及 Pr =7™ (zpe 十 ypy 十 27: 一 访 ) 
P+ = (zps 十 ypy 十 zps 一 该)+7 
= (zp + ypy + zp: 一 2 访 )7 一 :1 


= (r 。P — 2 流 )7 一 ! 
一 (rz 一 项 )7 一 
一 pz“。7 一 Br (23) 
其 中 用 了 (21) 式 和 ?与 p,,z 与 p: 等 等 对 易 关 系 . 
还 可 证 明 ,@@ 
ap 十 pm 一 0 (24) 


四 例如 ,参阅 周 世 凤 编 ,量子 力学 ,P. 393. 
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w=1 {25) 
利用 (20 广 .可 将 啥 密 顿 量 表 为 


卫 一 carz 十 这 rr-iorpK 十 Bmc: 十 (Cr7) (26) 
于 是 ,(6) 式 变 成 
[eup + kp -mp+Vr jy= By (27) 


这 就 是 转 力 场 中 狄 喇 克 方程 在 球 坐 标 中 的 表示 式 . 
由 于 势 场 是 中 心力 场 , 若 选 % 为 天 的 本 征 态 ( 即 到 及 天 的 本 
征 态 ), 则 多 的 角 量 及 自 旋 部 分 波 函 数 与 径 向 部 分 波 函 数 RC7) 可 
以 分 离 . 要 找 出 电子 的 能 量 本 征 值 8, 只 需要 求解 径 向 方程 . 由 
(27) 式 可 得 径 向 方程 为 
Leerp + kp + mesp + Vr)JRGT) = BR (28) 


值得 注意 ,上 式 只 含有 = (= 士 (j 十 到)), 但 不 含 mw, 因 此 至 
与 my 无 关 , 故 能 级 是 (2; 十 1) 重 简 并 的 . 

在 (28) 式 中 ,只 出 现 a 与 6 两 个 矩阵 ,而 它们 满足 (24)、(25) 
两 式 和 居 = 1 ,与 池 利 矩阵 相似 ,可 以 选 为 2X 2 矩阵 .选取 为 对 
角 和 矩阵 的 表象 对 求解 径 向 方程 是 方便 的 , 即 


二 ) 0 一人 2 中 em 
‘=(o 小 “= 中 让 


同时 ,将 波 函数 R(7) 表 为 二 分 其 形式 : 
| 


30 
foal7)/7 2 


an=( 

将 (29) 和 (30) 两 式 代 入 (28) 式 得 
[ 0 + ,0 ey 0 } 
oo 人 0 ee TD 


-on 


0 1 八 Pc)mr) fac)r 
考虑 到 p= 一 iW( 且 + 二) 人 = 一 昱 于 (32) 
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(31) 式 可 化 为 两 个 联 立方 程 : 
[me — B+ V0) JIA — to + fsr) = | 
《33 
和 (全 一 EF) 十 me? + B— VO) fodr) = 0 | 
这 就 是 转 力 场 中 狄 喇 克 方程 的 径 向 波 函 数 在 球 坐标 中 满足 的 六 
程 . 
35. 电子 在 库仑 场 中 的 解 
现在 我 们 来 计算 氢 原 子 的 能 级 对 氧 原子 ,势能 的 形式 是 


V(r) =— ‘a4 
代入 (33) 式 化 为 


2 
Gm 一 下 一 乞 )fi(r) 一 加 (二 十 号 )faCr) =0 


hel 二 一 Fr) 十 (mcz 十 有 十 全)fa(r) = 0 
以 下 限于 求 束缚 态 解 (B 二 mc?). 为 方便 起 见 , 引 进 无 量 纲 参数 ， 


令 


cl 一 (mc2 BE)/Nc, cs 一 (mc?— E)/fc 《36》 

a 一 Vac = Vm — Fi/fc (37) 

p= ar (38) 
可 将 (35) 式 化 为 


Ca) 
人 


k d (39) 
Cl a Rs 
(人 去 了 六 十 所 二 Ff 一 0 
人 2 1 
式 中 4= 直 =137 (40) 
称 为 精细 结构 常数 (fine structure constant). 
引进 代 换 
fi(p) = gi(p)e™?, fa(p) = ga(p)e™? (41) 
代入 (39) 式 并 注意 
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Cen 二 oe — Df 


可 得 函数 gi 和 9 所 满足 的 方程 


k d= 
万 9 十 9 dp 十 (十 万 )92 0 
现在 求 (43) 式 的 一 般 解 . 用 级 数 解法 , 令 
b+， 六 Doar 
em0 s=0 
代入 (43) 式 ,得 
22 a + k tr 
至 一 二 ) DY, 一 二 ) Da, 
全 2 Zoo 十 (1 7 2 p 
— Ds +apr=0 
及 d+ 5) Darr Det oe 
二 生生 PD Da =0 
比较 以 上 等 式 两 边 pt 一 ! 的 系数 ,得 
pi — ob + di — (k 十 8 十 Wd, 二 0 
Bi G+ vb,t Hd od,=0 


以 衬 乘 (45b) 减 去 (45a) 式 可 消去 4 和 5,-1 得 


(43) 


(44) 


(45a) 


(45b) 


[Ss + »— + ol, t+ [Gat (+ s+ ,= 0(46) 


当 vw>1 时 ,由 上 式 得 
be 
Eo 
代入 (45a) 式 ,得 出 当 p 和 +， 很 大 时 ,有 
CA 
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(47) 


(48) 


他 和 


注意 到 em 一 2% 2 展开 式 中 /项 与 7! 项 的 系数 之 比 为 了 ,可 以 
推断 , 当 p->co 时 ,级 数 g1(p) 和 gz(p) 具 有 e* 的 形式 . 为 保证 当 p 
一 co 时 为 (p) 和 fz(2) 有 限 , 必 须 把 无 穷 级 数 从 某 一 项 开始 切断 而 
退化 为 多 项 式 .假设 这 一 项 就 是 v=w' 的 项 , 即 
b=dh= 0 w= 0,1,2,. (49) 
于 是 , (45a) 式 变 为 cb 十 adv 一 0 (50) 
在 (46) 式 中 取 "一 % ,有 
[一 cs 十 W 一 要 十 mi 十 [ca 十 (十 s 十 w)a]av 一 0 
(51) 
(50) 式 和 (51) 式 是 关于 bs 和 ds 的 联 立方 程 组 ,bw 和 ds 有 非 零 解 的 
条 件 是 
2 a 
一 cal8 十 WW 一 上 十 qa ca 十 (十 8 十 2)a ek 
即 al0 一 cz) = 2(8 + n/)a (52) 
将 cc 及 值 代入 上 式 得 
aB = (8 十 wW) MT 一 原 
由 此 解 出 : Bon + te (53) 


上 式 中 。 确定 如 下 . 在 (45c) 式 和 (452) 式 中 , 令 "一 0, 并 注意 
5 二 di 一 0, 有 
—abo— (+ s)d=0 } 
一 (一 tb 十 oz 一 0 
其 中 boao 不 全 为 零 的 条 件 是 
一 一 (人 十 s) 
AP) a 
由 此 得 s= 寺 VE—& 
为 了 保证 9g.,9: 在 p=0 处 不 发 散 , 上 式 右 端 只 能 取 正 号 , 即 
Ry sp | 
将 上 式 代入 (53) 式 ,就 得 到 氢 原 子 的 能 级 公式 
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a 
E= mf[l 十 一 一 一 一 一 一)] 一 2 《55) 
+ CBr] 


4. 氢 原子 光谱 的 精细 结构 
在 (55) 式 中 ,一 系 ~.J 基 是 一 个 小 量 ,为 便于 与 非 相对 沦 量子 
力学 的 计算 结果 对 比 ,将 5 按 作 竺 级 数 展 开 得 


oe On 3 
B= mc’[l > pil a “了 (56) 
式 中 It| = 1,2,3,° 
nn 二 WW 十 Ik| = 1,2,3,.… (57) 


称 为 总 量子 数 (total quantum number). 

由 (56) 式 可 以 看 出 ， 氧 原子 能 级 不 仅 与 总 量子 数 。 有 关 , 而 且 
与 $i 有 关 , 即 与 有关. 式 中 第 三 项 远 比 第 二 项 为 小 ,在 非 相 对 论 
极限 下 , 略 去 第 三 项 , 则 能 量 只 与 总 量子 数 x 有 关 : 


Ca 
Bme(l 一 zi) 


可 见 除 一 个 常数 项 me? 外 ,上 式 与 玻 尔 的 所 原子 能 级 公式 相同 , 因 
此 ,(56) 式 中 第 三 项 即 为 相对 论 修 正 的 主 项 . 

索 末 菲 (Sommerfeld) 在 量子 力学 出 现 之 前 (1916 年 ), 曾 在 玻 
尔 基 子 论 的 基础 上 加 进 相对 论 修正 ,得 出 与 (56) 式 相当 的 结果 .不 
过 ,过 未 非 的 结果 之 所 以 正确 , 带 有 一 定 的 偶然 性 .事实 上 ,这 是 由 
于 玻 尔 理论 的 误差 与 不 考虑 自 旋 所 引起 的 误差 恰好 相互 抵消 了 . 


(58) 


58) 式 也 可 改写 成 
Ne me?a?, 3 ee 
B— me? Dn 于 [++ 每 (和 一 本 ) 十 ] 
3 
= 一 二 Ea + 条 q 生 一 人 十 (59) 


其 下 oa== 如 /on 是 玻 尔 半径 ， 
老 用 量子 数 ; 米 表示 ,注意 到 |#|==j 二 去, 则 (55) 式 和 《59) 式 


他 ” 参 阔 曾 遵 言 编著 ,量子 力学 .下 册 ,P.601 
408 


可 改写 成 
4 一 L/2 


二 天 -一 一 | 

B=mc? 1 

| Gt e+w) 
2 


a n 3 
一 me 一 下 | 十 多 至 二 有 水 加 (60) 
[ 2 ] 
2 
其 中 R= 从 = 路 =? 早 =13. 605 电子 伏 
n=1,2,3, C61) 


Po Ut 1 
了 2 
在 非 相对 论 量子 力学 计算 结果 (至 尔 公 式 ) 中 , 氧 原子 能 级 只 
与 主 量子 数 ， 有 关 , 与 :无 关 , 即 /0,1,2,…,n 一 1 诸 能 级 位 轩 
相 重 全 .而 接 相 对 论 量 于 力学 计算 结果 ( 见 (50) 式 ,复原 于 能 级 与 
主 量子 数 以 及 总 角 动 量 量子 数 ;部 有关 (j= 雪 ,也 ,n 一 去 , 兴 


条 ). 但 由 于 “很 小 ,相对 论 修正 引起 的 能 级 分 裂 是 很 小 的 ,这 就 
构成 氢 原 子 光谱 的 精细 结构 ,图 9-2 是 氨 原 子 能 级 示意 图 ， 


5 二 23 
二 2 


一 一 
1 1/2 3s1: p12 


2s2p 一 一 -一 一 一 2 3/2 2pa2 
1 1/2 Zs 2n72 


玻 尔 理论 狄 现 克 理 沦 
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实验 证 明 : 当 氧 原子 中 电子 由 一 个 态 (m, 加 ) 跃 迁 到 另 一 个 态 
《nz,ko), 且 myzaz 固定 而 和 ,ko 取 各 种 不 同 值 时 ， 由 于 能 级 分 玖 很 
小 ,辐射 的 频率 相差 也 很 小 . 理论 计算 结果 与 氢 原 子 光 谱 的 精细 结 
构 实 验 一 致 ,这 是 狄 喇 克 的 相对 论 量子 力学 取得 的 一 个 重要 结果 . 

氢 原 子 光 谱 理论 的 发 展 , 是 量子 力学 理论 发 展 的 一 个 缩影 . 实 
验 观 察 肯 定 了 狄 喇 克 理论 所 给 出 的 相对 论 修正 . 然而 早 在 30 年 
代 , 就 有 人 发 现 狄 喇 克 理 论 与 氢 原 子 光谱 精细 结构 的 观测 有 些小 
的 差异 ,但 由 于 当时 实验 精确 度 不 够 ,没有 引起 我 们 的 重视 . 直到 
1947 年 , 兰 姆 (Lamb) 和 勤 瑟 福 (Retherford) 利 用 微波 波谱 精密 测 
量 了 氢 原 子 光谱 的 精细 结构 ,肯定 了 属于 同一 个 (",7 力 能 级 实际 上 
有 微小 的 分 裂 . 例如 22svyz 一 22?pvz 能 级 , 按 宇 称 不 同 ,分 裂 为 两 条 ， 
其 中 22pwz 能 级 确 与 犹 喇 克 理论 相符 ,但 2zsvz 的 能 级 比 理论 值 差 
高 一 些 ,( 人 。 守 1057. 8 士 0. 1 兆 周 / 秒 ). 这 就 是 著名 的 氢 原 子 能 级 
的 兰 姆 移动 (Lamb shift). 此 外 , 尚 有 3s1: 路 高 于 3pyz,343: 咯 高 于 
373: 等 . 与 电子 的 反常 磁 矩 类 似 , 氢 原子 能 级 的 兰 姆 移 位 是 作为 单 
电子 理论 的 狄 喇 克 相对 论 量子 力学 所 不 能 解释 的 . 有 兴趣 的 读者 ， 
可 参阅 有 关 量 子 电动 力学 或 量子 场 论 的 书籍 . 


$8 狄 员 克 方程 的 协 变性 


1. 狄 喇 克 方程 的 不 变性 条 件 
取 自 然 单 位 ,#=c==1 
四 维 时 空 坐标 z= (zi1,7z2,z3, 认 ) 
作 洛 仑 效 变换 
Zr Ls 一 dt, (1) 
其 中 
amam = Om 
i } (2) 


我 们 假定 ,在 洛 仑 兹 变换 下 , 波 函 数 (z) 作 如 下 变换 : 
到 (z) 一 到 (z) = AV(z) (3) 
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其 中 4 是 4X4 非 奇 异 矩 阵 , 它 只 与 4s 有关, 而 与 坐标 z, 无 关 . 
在 z 坐 标 系 中 , 狄 喇 克 方程 由 $ 2(29) 式 给 出 
(yp8s + mY(z)=0 (4) 
我 们 要 求 在 新 坐标 z' 系 中 , 狄 王 克 方程 仍 保持 原来 的 形式 , 即 


H+ ms) =0 (5) 
注意 到 了 = 总 = 各 二 一 o 革 = (6) 


并 将 (1) 式 和 (3) 式 代入 (5) 式 ,得 
?yu4amaz + mAY = 0 
以 4! 左 乘 上 式 得 
AiyAand P+ my =0 (7) 
将 上 式 与 (4) 式 比较 得 
A ly,Aap = y, 
上 式 两 边 字 a 并 对 » 求 和 ,并 利用 (2) 式 便 得 到 
A yA = apy, (8) 
这 就 是 狄 喇 克 方 程 在 洛 仑 效 变换 下 保持 不 变性 所 需要 满足 的 条 
件 . 
由 上 讨论 可 知 , 如 果 条 件 (8) 式 满足 , 则 在 不 同 的 惯性 系 中 , 狄 
喇 克 方 程 具有 完全 相同 的 形式 ,这 就 是 狄 喇 克 方程 的 洛 仑 效 不 变 
性 (Lorentz invariance). 这 正 是 相对 性 原理 所 要 求 的. 


2. 反射 变换 的 4 矩阵 
(8) 式 能 否 满足 呢 ? 
对 空间 反射 
二 0 
“| 人 _ |， d=—1 (9) 
1 
即 =n k=1,2,3 
2 ) (10) 


此 时 ,(8) 式 变 成 
411 


AyA=— hh t=1,2,3 
A-'yd 一 六 } 
上 式 当 4 = 3pX 
时 满足 ,其 中 7 满足 
好 mp 一 ] 
故 4 的 可 能 选择 是 土 y4, 土 iy 
对 时 间 反 演 


a 一 ， deta 一 一 1 


即 t= 2 
到 一 一 24 
此 时 ,(8) 式 变 为 
ApA=%, k= 1,2,3 } 
A'yA=— 


当 4 二 士 p yyxys 或 4 三 土 训 y273 时 上 式 满足 . 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


于 是 ,我 们 看 到 ,对 反射 变换 , (8) 式 满足 ， 天 博克 方程 具有 洛 


仑 效 不 变性 . 
3. 真 洛 仑 将 变换 的 4 矩阵 


对 真 洛 仑 效 变 换 (proper Lorentz transformation ) (deta == 十 1， 


at 六 0),(8) 式 是 否 满足 呢 ? 


真 洛 仑 效 变换 的 一 个 特例 是 单纯 的 洛 仑 效 变 换 (pure Lorentz 
transformation), 它 是 两 个 惯性 系 之 间 的 坐标 变换 . 例如 ,z 系 沿 五 


方 贞 以 匀速 六 相对 于 z 系 运动 , 则 由 狭义 相对 论 有 
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z2 0 10 0 
zs 0 0 1 0 


EA 
式 中 1= -一 二 一 
7 0 0 上 
0 10 0 
并 且 | 


[= 0 0 7 


| (17) 
(18) 


(19) 


Vi Rt 、 
deta 一 笠 十 训 让 一 . 玉 (1 一 让) = la 二 0 (20) 


对 真 洛 仑 效 变换 ,可 以 从 恒 等 变 换 (6s=5,) 出 发 ,经 过 相继 的 一 系 
列 的 无 穷 小 变换 (infinitesimal transformation) 来 完成 . 所 以 只 需 研 


究 无 穷 小 变换 . 
无 穷 小 变换 定义 为 
z 一 Zr 十 soz。 
一 (bm 十 sm)z 
即 对 无 穷 小 变换 而 言 


Gp = bn Em 
将 上 式 代入 (2) 式 得 | 
6% = (6 58) (06 + em) 
=6p6a 十 Geo 十 Esadoa 十 Ere 
一 0 十 om 十 se 十 0:(e) 
略 去 上 式 中 的 二 阶 无 穷 小 量 , 则 得 


Ep =— ery 


(23) 
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这 是 无 穷 小 变换 必须 满足 的 条 件 . 

下 面 证 明 , 对 无 穷 小 洛 仑 效 变 换 , 可 以 找到 4 的 显示 式 , 使 得 
(8) 式 被 满足 、 

因为 4 依赖 于 ar, 对 无 穷 小 变换 而 言 ,4 依 问 于 sa, 可 将 4 
展 为 ss 的 筹 级 数 , 咯 去 高 次 项 ,表示 为 


4 一 1 十 了 ns- (24) 


其 中 so 一 一 sw 故 Sm 一 一 So 考虑 到 4 4=1, 与 (24) 式 对 应 有 4 
和 4! 及 (22) 式 代入 (8) 式 得 


1 一 5 (25) 
将 4 和 4-! 及 (22) 式 代入 (8) 式 得 
1 一 训 wwSi) (1 十 到 su8v) 二 (6 十 sD 
略 去 二 阶 小 量 ,得 


和 一 DA 十 到 evsv = ,+ sw), 


即 
1 1 
了 av(ySxv 一 Sp = ee 一 Fey, 一 po) 
由 此 得 Vu — Sy = Oys 一 go 入 (26) 
可 以 验证 , 当 
Sy 一 村 con 一 yo) (27) 
时 ,满足 (26) 式 . 
由 于 Sm 的 反对 称 性 ,上 式 亦 可 表 为 
琶 
总 二 > 当天 | 026) 
0， 当 和 2 一 9 


〈24) 式 和 (27) 式 给 出 无 穷 小 洛 仑 效 变换 下 4 矩阵 的 显示 式 . 
可 见 ,存在 4 矩阵 ,使 (8) 式 满足 .于 是 ,对 无 穷 小 洛 仑 效 变 换 , 或 
者 换 句 话说 ,对 真 洛 仑 效 变换 , 狄 喇 克 方程 具有 不 变性 . 

414 


8 9 二 分 量 中 微 子 理论 


狄 喇 克 方程 可 以 描述 所 有 自 旋 为 的 费 米子 . 其 中 前 质量 mn 


一 0 的 中 微 子 (neutrino) 描 述 可 以 简化 . 
自由 粒子 的 哈密 顿 量 为 万 =a* p 十 mp, 当 m=0 时 
H=a:p (1) 
这 时 ,自由 粒子 的 狄 喇 克 方程 ($ 2(8) 式 ?化 为 
iDr+ia. Vw=0 (2) 
设 上 式 的 平面 波 解 为 
y=uper (3) 
则 (2) 式 可 变 为 
Bu=a* pu (4) 
= 土 | 如 | (5) 
我 们 可 以 将 (4) 式 中 的 4 分 量 w 过 渡 为 二 分 量 函 数 ,为 此 , 设 
Pa a 
u 万 (%) (6) 


其 中 心 和 几 均 为 二 分 量 函 数 , 注 意 到 8$ 2(17) 式 和 上 式 , 由 (4) 式 
可 得 到 两 个 方程 
Bo =0* poy } (4) 


Ev 一 C。paw 《7) 


引进 wr- 方 + of) | 
(8) 


-三 一 内 ) 
其 中 p+,9- 均 为 二 分 量 函 数 , 则 可 得 
Ep+=0 * pp-r 
Ep-=0 * pp-- } 昌 
定义 螺旋 性 算 符 
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pp: 
o I (10) 


则 (9) 式 可 变 为 
-也 = 当 马 一 十 |?| | 
TI pr (ps, B=— Ip| . cily 
A 一 9-， 当 吾 = 十 |zp| | 
ToT? Tol { 


gp-， 当 B= 一 |p| | 

若 选 p 沿 z 轴 方向 , 则 上 式 变 为 . 
0p+ 二 P+， 当 百 = 十 |p| } 
oug+ 一 一 9+， 当下 一 一 |p| 
04g- 一 一 9-， 当 忠 一 十 下 
ozg- 一 p-， 当下 一 一 1?| 


(12) 


(13) 


k ' 


中 投 于 反 中 微 于 
9-3 


从 理论 上 说 ,我 们 可 以 用 p; 描 述 中 微 子 ,也 可 以 用 -描述 中 
微 子 . 因为 p+ 和 9- 均 为 二 分 量 函 数 , 故 称 为 二 分 量 中 微 子 理论 . 
但 4 衰变 实验 指出 ,中 微 子 的 自 旋 永远 与 其 动量 方向 反 平 行 ,而 反 
中 微 子 的 自 旋 与 动量 平行 . 所 以 ,为 了 与 实验 一 致 ,应 选取 mw_ 描 述 
中 微 子 ,p+ 描述 反 中 微 子 . 这 样 , 由 (13) 式 看 出 , 正 能 量 的 中 微 子 
的 螺旋 性 为 负 , 即 自 旋 与 动量 反 平行 ,可 认为 中 微 子 是 左旋 粒子 
(网 9-3), 态 9- 称 为 左旋 粒子 态 (下 一 一 1)， 同样 ,由 (12) 式 看 
出 , 正 能 量 的 反 中 微 子 的 螺旋 性 为 正 , 即 自 旋 与 动量 平行 ,可 称 反 
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中 微 子 是 右 旋 粒子 , 态 9+ 称 为 右 旋 粒 子 态 (CT =- 十 1)， 


(9) 式 中 w+y9- 为 二 分 量 函数 ,与 "是 2X2 矩阵 相 一 致 可 
以 用 二 分 量 波 函 教 来 描述 中 微 子 的 原因 是 m=0, 因 而 在 五 的 表 
示 式 (1) 式 中 不 含 6, 而 a 的 三 个 分 量 mm,m 相互 反对 易 , 且 地 
= 1 与 泡 利 矩阵 具有 相同 的 性 质 , 因而 可 用 2X2 矩阵 表示 ,通常 
就 选 为 泡 利 矩阵 ", 这 样 ,我们 就 可 得 到 


证 各 ,YYw 一 0 (14) 


式 中 o 是 2X2 阶 泡 利 矩 必 ,因而 隐 是 二 分 量 的 波 函 数 , 即 可 表 为 

二 行 一 列 抢 阵 . (14) 式 常 称 为 书 耳 方程 (H. Weyl,1926 年 ), 亦 可 下 

o. :py 二 Ey “ 《15)》 

容易 看 出 , 韦 耳 方程 在 空间 反射 下 不 是 不 变 的 这 是 因为 在 空 

间 点 射 下 P~* 一 p(p 为 极 矢量 ) ,o>oalo 为 麻 矢 量 ), 因 而 o。?( 麻 
标量 ) 变 号 ,可 见 (15) 式 在 空间 反射 下 不 是 不 变 的 . 

上 由 于 韦 耳 方程 在 空间 反射 下 不 是 不 变 的 ,因而 宇 称 在 这 个 理 

论 中 不 再 是 守恒 量 . 在 相当 长 的 时 间 内 ,由 于 没有 实验 验证 ,这 一 - 

理论 也 就 被 人 们 所 忽视 ,直至 在 弱 相 互 作 用 中 宇 称 不 守恒 被 发 现 

后 , 李 政道 和 杨 振 字 (Lee and Yang,1957)、 师 道 (Landau,1957> 以 

及 萨 拉 姆 (Salam,1957) 就 分 别 指出 用 这 一 理论 来 描述 中 微 子 ,并 

称 之 为 二 分 量 中 微 子 理论 (the two component theory of the 


neutrino). 
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第 十 章 二 次 量子 化 


非 相对 论 量子 力学 在 1925 年 一 1926 年 间 建 立 之 后 ,人 们 开 
始 冲破 了 经 典 物 理 的 框框 ,对 微观 世界 奥秘 的 探索 呈现 出 一 片 生 
气 秽 翰 的 景象 ,在 短 短 的 数 年 间 , 又 建立 了 相对 论 量子 力学 和 场 的 
量子 化 理论 , 当时 ,量子 力学 有 两 个 重要 的 研究 方向 ,一 是 将 薛 定 
证 方程 推广 到 相对 论 领 域 ,建立 了 克 莱 因 - 医 登 方程 和 狄 喇 克 方 
程 ,但 都 遇 到 了 严重 的 困难 ,前 者 出 现 负 几率 和 负 能 量 困 难 , 后 者 
出 现 负 能 量 困难 . 诚然 , 狄 喇 克 方 程 能 够 自然 地 导出 电子 自 旋 的 结 
论 ,能够 解释 氢 原 子 光谱 的 精细 结构 ,并 且 还 预言 了 正 电子 的 存 
在 ,但 以 “电子 海 "来 回避 负 能 量 困难 又 带 来 了 一 些 根 本 性 的 问题 . 
另 一 个 研究 方向 是 寻找 场 和 实物 (粒子 ) 在 量子 现象 中 认识 上 的 进 
一 步 统一 . 在 量子 力学 建立 的 初期 ,对 实物 粒子 是 用 波 函 数 y 来 
描述 它 的 状态 ,所 谓 微 观 粒子 的 波动 性 ,是 指 粒子 在 空间 中 的 几率 
分 布 具 有 一 定 的 周期 性 (y 是 几率 波 函 数 ); 而 对 光波 来 说 ,根据 电 
磁场 量子 化 的 方法 ,是 用 算 符 A( 或 a,a* ) 来 描述 , 它 的 波动 性 就 
是 光波 的 连续 传播 性 ,而 它 的 粒子 性 也 只 是 能 量 的 不 连续 性 . 但 
是 ,人 们 很 快 就 发 现 ,通过 引入 “二 次 量子 化 ”的 描述 方式 ,不仅 消 
除了 实物 和 场 在 波动 性 和 粒子 性 两 个 方面 的 不 对 称 ,而 且 解 决 了 
负 几 率 和 负 能 量 的 困难 . 

历史 上 狄 喇 克 (1927 年 ) 最 早 将 电磁 场 量子 化 ,从 而 得 出 电磁 
场 能 量 的 不 连续 性 , 接着 ,人 们 便 将 非 相 对 论 薛 定 词 方程 进行 量子 
化 , 即 所 谓 “ 二 次 量子 化 ”, 它 把 单 粒子 的 醉 定 词 方 程 看 作 是 电磁 场 
一 样 的 经 典 方程 ,进一步 把 波 函 数 看 作 算 符 并 引进 对 易 关 系 , 因为 
从 质点 力学 到 薛 定 兽 方程 已 构成 第 一 次 量子 化 ,而 现在 再 把 Y 看 
作 算 符 , 便 是 第 二 次 量子 化 了 . 其 实 ,在 非 相对 论 领域 里 ,二 次 量子 
化 的 描述 方式 与 多 粒子 的 薛 定 词 方程 从 坐标 表象 变换 到 粒子 数 表 
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象 所 得 结果 是 相同 的 ,因而 是 彼此 等 价 的 描述 .然而 ,第 二 次 量子 
化 方法 将 玻 色 子 场 和 费 米 子 场 进行 量子 化 ,就 得 到 量子 场 论 . 

本 章 首 先 介绍 电磁 场 量 子 化 思想 ,然后 讨论 非 相 对 论 薛 定 证 
方程 的 量子 化 即 二 次 量子 化 方法 ,指出 它 与 多 粒子 体系 蔷 定 词 方 
程 的 表象 变换 的 等 价 性 ,最 后 介绍 场 量 子 化 禄 念 ,作为 向 量子 场 论 
过 渡 的 基础 . 


$1 电磁 场 的 量子 化 . 


1. 历史 的 回顾 

微观 运动 的 量子 理论 是 从 普 朗 克 常 数 4 的 引入 开始 的 . 在 
1900 年 , 普 朗 克 指出 ,由 实验 观察 到 的 电磁 辐射 的 能 谱 不 服从 经 
典 电磁 理论 所 预示 的 规律 ,为 了 解释 这 个 实验 上 观察 到 的 能 谱 , 普 
朗 克 创立 了 能 量子 说 . 他 指出 辐射 能 量具 有 不 连续 性 ,其 最 小 单位 
称 为 能 量子 如 ,频率 为 "的 电磁 波 的 能 量 必 为 加 的 整 倍数 .不久 
以 后 , 爱 因 斯 坦 指 出 上 述 的 能 量 不 连续 性 应 该 反映 着 电 磁 辐 射 的 
“粒子 ?结构 , 正 象 质量 的 不 连续 性 反映 着 实物 的 粒子 (原子 和 电子 
等 ) 结 构 一 样 . 他 认为 普 朗 克 的 能 量子 就 是 光子 ,把 电磁 场 视 为 光 
子 的 集合 . 爱 因 斯 坦 的 这 个 深刻 的 观点 不 久 在 光电 效应 
《Photoelectric Effect) 和 康 普 顿 (Compton) 效 应 的 实验 中 得 到 了 证 
实 ,显示 出 电磁 场 的 量子 效应 . 这 可 以 说 是 电磁 场 量子 化 的 初期 思 
想 . 

大 家 知道 ,在 经 典 电磁 理论 中 ,电磁 场 能 量 


B= 到 + He)dy 0) 


式 中 和 HH 取 连 续 值 ,不 能 体现 场 的 量子 效应 . 因此 ,必须 寻求 能 
够 反映 量子 效应 的 新 理论 . 1927 年 , 狄 喇 克 首 先 仿照 量子 力学 从 
经 典 连 续 的 物理 量 到 量子 化 本 征 值 的 过 渡 方 法 ,把 电磁 场 进行 量 
子 化 ,从 而 得 到 量子 简 谐 振子 的 本 征 能 量 为 
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及 一 十 于 训 ，a 一 012， (2) 


式 中 # 一 闪 ,0 一 2nv. 由 此 便 得 到 了 电磁 加 射 的 能 量子 jn, 这 样 , 电 
磁场 和 实物 粒子 运动 的 能 量 的 不 连续 性 就 可 以 由 蓄 定 户 方 程 统一 
地 加 以 解释 ; 换 句 话说 ,实物 和 电磁 声 的 微观 运动 都 尊 特 着 完全 可 
同 的 规律 ， 

2. 用 振子 来 展开 声 

假设 我 们 研究 经 典 的 自由 电磁 场 ,这 时 j 一 0,p= 0. 于 是 , 电 
磁场 可 表 为 : 


(3) 
H=YXxA | 


vaA- 二 县-。 (0 
和 洛 仑 效 条 件 34, = (5) 
在 库仑 规范 下 ， : 
9 一 0 
ys 人 
这 时 (3) 式 成 为 
-_1aa | 
Em ; (37) 
H=JxA| 


入 ; 式 第 二 式 的 场 称 为 横 场 (transverse field) 或 辐射 场 
ry field). 
简单 ， 我 们 首先 考虑 单 色 线 偏振 的 平面 电磁 该， Alr, 引 用 
如 下 的 付 立 叶 展 开 式 表 出 : 
Arit) = qe 十 qr (te (7) 
式 尝 由 束 呈 为 多半 掀 这 是 为 了 保证 人 值 是 实数 
0 可 得 出 


.4A=0 (8) 
故 4 只 有 横向 分 量 , 即 A 是 模 场 . 二 
为 明确 起 见 , 设 电磁 场 限制 在 边 长 为 的 具有 完全 反射 壁 的 
箱 内 ,因而 箱 壁 上 4 的 值 为 零 . 设 容器 的 中 点 取 为 坐标 原点 , 则 
A 二 0， 当 z= 士 凶 ，y= 土 节 ，z= 士 凶 (9) 
满足 上 式 的 & 由 下 式 给 出 : 


i 
2r 
和 二 本， 和 hy 为 整数 (10) 
一 如 
将 (7) 式 代入 (4) 式 得 
SY 4 ora) = 0 
d?qr (tl) a 
Su + oq (=0 
可 见 ,q 满足 简 谐 振动 方程 ,其 解 为 
gt) = ae } 后 
《12》 
和 (一 ae 
其 中 w=ck=k,， (ec 二 廊 二 1) (13) 
如 果 不 是 单 色 线 偏振 波 而 是 复 色 电磁 波 , 则 (7) 式 应 改 为 
AGr = >) Pula 十 四 ea] 《7 ) 
Rk o=l,2 


式 中 wo 为 单位 极 化 矢量 (unit polarization vectors) ,kh。tU4,o 一 0. 求 
和 22 是 对 两 个 偏振 态 进 行 的 ,而 22 是 对 不 同 的 各 个 单 色 分 
波 求 和 ， 这 时 (11) 式 应 改 为 

CS 和 + was = 0， 等 等 (1 


出 此 我 们 看 到 ,变换 (7') 式 的 作用 是 把 由 (4) 式 描写 的 在 容器 
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内 的 电磁 辐射 的 连续 运动 表 为 无 穷 多 个 (k 值 有 无 穷 多 个 , 复 色 波 
进行 谱 分 解 ) 简 谐振 动 (11 ). 因为 简 谐 运 动 是 我 们 熟悉 的 运动 ,所 
以 引入 变换 (7') 式 具有 求解 方便 的 优点 . 这 个 变换 把 一 个 偏 微分 
程 (4) 式 变换 成 无 穷 多 个 较 易 处 理 的 全 微分 方程 (11’) 式 . 
我 们 可 以 用 wm 和 表示 电磁 场 能 量 . 为 此 ,将 (7) 式 及 (3') 
式 代入 (1) 式 便 可 得 到 
B = 2VFgr qn (14) 
式 中 VY 二 ,对 复 色 波 则 为 
B= 2ag.e (14') 
为 了 使 场 的 运动 方程 类 似 于 经 典 力学 的 正则 方程 ,引入 实 “ 正 
则 变数 ”(canonical variables) ; 
=VY (+@) 
P=—iVVo(@—@) = | 
式 中 Q, 为 正则 坐标 ,Ps 为 正则 动量 . 上 式 可 解 出 


”> 二 + 二 P,) 


sl ip 
人 元 SP,) 


将 上 式 代 入 (14) 式 得 场 的 哈密 顿 量 为 
= + DPD 


(15) 


(16) 


= 到 (PE 二 dQD, o—k (17) 
对 复 色 波 则 为 
H= DH = DFP + Qk) (17) 
根据 (17) 式 ,正则 方程 
an an 
琵 : ww 6, EA B (18) 


变 为 + w=0 (19) 
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可 见 ,“ 正 则 坐标 ”满足 简 谐 振动 方程 . 因此 ,可 将 (17') 式 理解 为 用 
正则 坐标 Qs,c 和 正则 动量 Ps, 表 出 的 无 穷 多 个 简 谐 振动 的 总 哈密 
顿 量 ,或 者 说 ,辐射 场 可 以 看 作 是 无 穷 多 个 独立 的 简 谐 振子 
(independent harmonic oscillators) 的 集合 . 因为 这 个 理由 ,我 们 有 时 
说 用 振子 来 展开 场 . ， 

3. 电 磁场 的 薛 定 户 理 论 

如 果 我 们 接受 醉 定语 方程 作为 微观 区 域 运动 的 普遍 规律 ,就 
必须 考虑 对 简 谐振 动 (11') 进 行 量子 化 的 问题 ,或 对 (17') 式 进行 
量子 化 的 问题 . 必须 指出 ,这 样 做 已 经 意味 着 对 量子 理论 的 推广 ， 
因为 量子 力学 过 去 所 处 理 的 对 象 是 在 普通 空间 的 一 个 粒子 的 运 
动 ,而 (11') 式 所 描绘 的 则 是 电磁 波 的 振动 . 现在 我 们 就 把 简 谐 振 
动 (11') 象 对 运动 的 粒子 一 样 进行 量子 化 . 

根据 共 定 户 指 出 的 由 经 典 力学 过 滤 到 量子 力学 的 方法 ,正则 
共 轰 变数 Qi,o, Ps 不 再 是 普通 的 数 ,而 是 满足 下 列 对 易 关 系 的 算 
符 : 

[Qu Pd] 一 访 (20) 

于 是 就 过 渡 到 电磁 场 的 苹 定 请 理论 . 在 这 个 理论 中 , 简 谐 振动 的 薛 
定 请 方程 是 


Hy = Ev (21) 
即 (PE 十 ozQi)g = EY, (22) 
或 
(~ VQ, + QD YQY = BPYCQ) (23) 
CE Rh 
式 中 VQ&= (30' 却 ' 纪 ) 


(QD 代表 波 矢 为 k 的 简 谐 振动 的 藤 定 户 波 函 数 . 
由 YY .4=0, 我 们 看 到 矢量 Q 与 垂直 ,因此 (11) 式 和 (C23) 
式 所 描绘 的 简 谐 振动 只 是 在 垂直 于 & 的 平面 内 运动 . 令 9 和 8。 
为 Q 在 这 个 平面 内 沿 着 两 个 垂直 方向 的 分 量 , 于 是 (23) 式 可 分 
解 为 两 个 独立 的 一 维 运动 : 
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[~ 条 G6) 十 ogg = Erm) (24) 


(o = 1,2) 
上 式 的 解 是 熟知 的 ,于 是 ,量子 简 谐 振子 的 本 征 能 量 为 


BD = Catn + Mn non = 0,1,2,. (25) 


上 式 所 给 出 的 能 级 间隔 正 是 普 朗 克 所 引入 的 能 量子 hv. 因此 ,上 
面 的 推导 说 明 ,把 描述 微观 粒子 运动 的 莅 定 请 方 程 推 广 应 用 于 电 
磁 运 动 立即 给 出 普 朗 克 的 能 量子 . 这 样 ,由 量子 力学 可 得 出 电磁 场 
的 能 量 不 连续 性 ,与 普 朗 克 的 能 量子 说 相符 合 . 
由 (25) 式 可 求 得 整个 容器 内 的 辐射 总 能 量 为 
B= You 十 hn, nua 一 0,1,2，…。 (26) 


[RE 


当 uc= 0 时 得 Bo= > jn, 称 为 零点 能 . 因为 简 谐振 动 的 数目 
是 无 限 的 , 当 容 器 中 没有 辐射 存在 时 ,的 值 仍 等 于 无 穷 大 , 这 个 
无 穷 大 的 零点 能 不 造成 任何 观察 上 的 效应 ,如 果 我 们 以 真空 的 态 
作为 能 量 为 零 的 态 的 定义 , 则 可 取 一 0. 

应 该 指出 ,上 述 能 量子 只 代表 一 个 量子 运动 的 能 级 问 隔 , 正 条 
所 原子 的 能 级 间隔 一 梯 . 不 过 对 于 所 原子 ,能 级 问 隔 不 是 一 个 与 能 
级 无 关 的 常量 ,因此 没有 导致 能 量子 的 梳 念 .能 量子 只 是 作为 量子 
运动 的 能 级 间隔 而 出 现 这 一 事实 表明 ,以 葵 定 得 方程 为 基础 的 非 
相对 论 量子 力学 虽然 成 功 地 闲 明 了 微观 运动 的 能 量 不 连续 性 ,但 
它 吉 没有 反映 电磁 疤 射 的 能 量 不 连续 性 实际 上 是 电磁 场 的 粒子 所 
造成 的 这 个 观点 ,也 就 是 认为 光量 子 是 和 电子 一 样 的 微观 粒子 的 
观点 . 如 上 所 述 ,这 个 观点 是 爱 因 斯 坦 提 出 ,后 来 为 光电 效应 的 实 
验 所 完全 证 实 的 . 
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i i 


二 ui 


$2 非 相对 论 薛 定 谓 方 程 的 
量子 化 ， 玻 色 子 体系 


从 上 节 我 们 看 到 ,虽然 电磁 场 和 电子 的 微观 运动 规律 都 遵循 
着 同样 的 量子 力学 的 规律 ,但 在 我 们 的 认识 中 实物 和 场 的 差异 仍 
然 是 很 大 的 . 量子 理论 虽然 显示 出 在 微观 区 域 中 实物 的 波动 性 和 
电磁 场 的 原子 性 ,这 种 波动 性 和 原子 性 与 宏观 区 域 中 所 理解 的 是 
过 然 不 同 的 . 微观 区 域内 的 所 谓 波动 性 只 意味 着 几率 分 布 的 一 种 
周期 性 ,所 谓 原 子 性 也 只 代表 能 量 的 不 连续 性 . 这 样 就 使 得 实物 和 
场 的 对 立 在 微观 区 域内 更 形 复杂 化 ,而 前 面 提 到 的 光量 子 在 光电 
效应 里 所 显示 的 和 电子 一 样 的 粒子 性 , 却 丝毫 没有 在 理论 中 得 到 
反映 . 现在 大 家 都 知道 ,电子 也 象 光子 一 样 地 被 发 射 和 吸收 ,而 且 
光子 和 电子 也 可 以 互相 转化 ;但 在 1932 年 以 前 这 些 现象 还 未 被 发 
现 . 尽管 这 样 , 当 时 人 们 已 经 感到 必须 改造 以 薛 定 谓 方程 为 基础 的 
量子 理论 ,使 得 它 更 充分 地 显示 出 实物 和 场 在 波动 性 和 粒子 性 两 
方面 的 对 称 性 .不久 人 们 就 发 现 , 薛 定 兽 方程 所 显示 的 上 述 不 对 称 
性 并 不 是 实质 的 ,这 种 不 对 称 性 可 以 通过 一 个 新 的 描述 方式 的 引 
入 而 被 消除 . 这 个 新 的 方式 就 是 所 谓 “ 二 次 量子 化 ”描述 方式 . 

1. 非 相对 论 薛 定 谓 方 程 的 量子 化 

“二 次 量子 化 ”的 描述 方式 可 以 形式 地 由 下 面 步 台 得 出 . 首先 
我 们 把 单 粒子 的 萃 定 词 方程 看 成 是 和 玫 克 斯 韦 电磁 场 波动 方程 一 
样 的 描写 经 典 波动 的 方程 ,这 个 方程 的 解严 (, 刀 也 看 成 是 和 A 
(7, 引 一 样 的 普通 空间 的 波动 ;然后 对 萃 定 户 方 程 进行 像 上 节 对 电 
磁场 波动 方程 所 进行 的 一 样 的 量子 化 . 

为 简单 起 见 ,我 们 假定 (7 ,代表 一 个 不 受 外 力作 用 的 自由 
粒子 的 波 函 数 .引入 这 个 没有 外 力作 用 的 假定 的 目的 是 为 了 可 以 
很 容易 地 阐明 某 些 重要 的 观点 .如 果 不 引 入 这 个 假定 ,计算 将 较为 
复杂 ,但 基本 思想 和 推算 的 过 程 仍旧 是 一 样 的 . 在 上 述 假定 下 ,到 
(7r, 驴 所 满足 的 更 定 户 方 程 可 写成 
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rt) (27) 
Ey 2m 2 


上 式 描写 一 个 自由 粒子 的 量子 运动 . 如 果 我 们 把 (27) 式 看 成 相当 
于 麦克 斯 韦 方程 (4) 和 (6) 式 ,那么 我 们 就 可 考虑 (23) 式 在 上 节 所 
描述 的 容器 内 的 解 .与 上 节 一 样 ,我 们 引入 下 面 传 立 叶 展开 式 : 


wr,t) = -让 2ooe: (28) 


上 式 右 边 不 需要 加 上 复数 共 因 项 ,因为 V(r, 必 本 身 是 一 个 复数 . 
把 (28) 式 代入 (27) 式 ,得 到 (0 所 满足 的 方程 


Val =— inalt) 
(29) 


通过 对 上 再 进行 一 次 微分 ,我 们 由 上 式 得 到 下 面 标准 的 简 谐 振动 
方程 : 


fm) + dia) = 0 (30) 
(26) 式 的 复数 共 思 为 
¥" (rt) = 记 2 (er C31) 


很 容易 证 明 ,ax (0) 也 满足 简 谐 振动 方程 (30) 式 . 

与 上 节 讨论 辐射 场 的 情况 一 样 ,为 了 写 出 这 些 简 谐 振动 的 薛 
定语 方程 ,我 们 首先 必须 找 出 相应 的 正则 动量 P, 和 正则 坐标 Qs 
为 此 ,我 们 考虑 这 个 系统 的 总 能 量 : 


B= fe Brar 二 -| 入 Vay (32) 
将 (28) 和 (31) 式 代入 上 式 , 并 利用 (27) 式 , 便 可 得 到 
B= > jos os ] 
证 | (33) 
2m 


与 15) 式 相似 ,引入 正则 变换 ， 
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4 一 5 (ax tar) 
(34) 
P=—i Pa — ee) 
或 @ =— CP, — ia@,) 
Va 
35 
es (35) 
二 一 pr 十 ia) 
代入 (33) 式 得 
= 证 D(Pi+ aop .36) 
[3 


上 式 与 (17) 式 相似 ,Ps 和 @, 应 理解 为 简 谐 振动 & 的 正则 动量 
和 正则 坐标 . 如 果 我 们 把 (rr, 看 成 是 经 典 的 波动 ,那么 相应 的 
量子 运动 可 以 通过 通常 的 量子 化 条 件 ( 参 阅 (20) 式 ): 
[Pi,Qe] 一 一 how } 
[P,Pr] 一 [Cov] 一 0 
给 出 . 这 个 条 件 也 可 以 由 ao. 和 or 之 间 的 对 易 关 系 . 
[orsad] = } 
[at,at] 一 [osae] 一 0 
来 表示 .利用 (28) 式 和 (31) 式 ,可 由 上 式 推出 至 (r, 已 和 + Cr, 妨 满 
足 的 对 易 关 系 : 
{¥ Or ,+ Gr] =5Cr 一 m) 
[w+ (r,t) ,w+ (nm 区] = ,vr ,t= 0 } 人 
现在 ,我 们 来 归纳 非 相对 论 鞠 定语 方程 量子 化 的 步骤 :如 果 我 
们 把 满足 单 粒 子 醉 定 词 方程 的 波 函 数 wr,) 不 是 看 成 几率 波 函 
数 ,而 把 它 形式 上 看 作 类 似 电磁 场 的 一 种 经 典 场 ,并 把 它 按 力学 量 
完全 系 的 本 征 函 数 系 展开 : 
yw(r,t) = PAOLAD) 


(注意 : (28) 式 是 按 动量 的 本 征 函 数 系 展开 ). 现在 我 们 把 a 不 再 
看 成 是 普遍 的 数 ,而 是 满足 对 易 关系 (38) 式 的 算 符 ,而 w(r, 已 则 
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(37) 


(38) 


是 满足 (39) 式 的 算 符 . 这 样 ,我 们 就 完成 了 非 相对 论 薛 定 谓 方程 的 
量子 化 ,这 就 是 所 谓 “ 二 次 量子 化 ”的 描述 方式 . 因为 量子 状态 用 波 
函数 V(r, 引 来 描写 已 经 是 量子 理论 了 (第 一 次 量子 化 是 由 经 典 粒 
子 向 量子 力学 领域 的 过 渡 ) ,现在 再 把 (7, 引 看 作 算 符 就 意味 着 
第 二 次 量子 化 (二 次 量子 化 是 由 经 典 波动 向 量子 力学 领域 的 过 
渡 ) ,这 就 是 “二 次 量子 化 ”名 称 的 由 来 

下 面 考察 算 符 a 和 at 的 意义 . 

定义 

N, = oa (40) 

为 占领 数 算 符 (occupation number operator) 或 粒子 数 算 符 . 显然 它 
是 厄 密 算 符 ,因为 


Ni = (gta)t+= at (oat)t = ato, = Ns (41) 

而 N= DN,= Dato, (42) 
则 称 为 总 粒子 数 算 符 . 这 时 (33) 式 可 表 为 

H= DN (43) 


为 体系 的 哈密 顿 量 ,其 中 能 级 间隔 为 
#16, = 如 12/ 2m (44) 
这 个 能 量子 正 是 动量 为 ?= 如 的 粒子 的 动能 . 显然 ,Ns 与 Ne 对 
易 ,和 Ni 与 N 及 且 对 易 , 即 
[NoNe]=0, [N,N]=0, [H,NJ]=0 (45) 
因此 ,所 有 的 Ns 及 NW,H 有 共同 的 本 征 态 , 我 们 选择 其 共同 本 征 态 
为 
19.) 一 | nomma nk (46) 
这 种 表象 通常 称 为 粒子 数 表象 ,N,N ,HH 的 本 征 方程 如 下 : 
Ng.) =m |9.) | 
Nlg) 一 zl》 1 
Hlg,) =E,|9.) | 
其 中 w,w 和 互 分 别 表示 在 态 |9,) 中 算 符 NM、N 和 五 的 本 征 值 .如 
果 对 所 有 jz 都 有 wx 一 0, 则 此 态 叫 真空 态 (vacuum state), 用 |go) 表 
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(47) 


示 , 它 满足 


qlpo) = 0, (polgo) = 1 (48) 
容易 证 明 ,as,at 与 Ni 满足 如 下 对 易 关 系 : 
[oo Ni = a, [or, Nd] 一 一 中 (49) 
从 而 得 到 
Niax|gs) 一 (ae 一 am = Cm — Darlg,) (50) 


Nai jg,) = (ot Ni oa) 9.) = (n+ Dat lp,) (51) 

由 此 可 见 ,arl9,) 也 是 Ns 的 本 征 态 ,其 本 征 值 为 w 一 1, 亦 即 
a 作用 在 态 1m? 上 减少 了 一 个 w 态 的 粒子 ,因此 算 符 m 称 为 降低 
能 级 算 符 或 消灭 算 符 (Cannihilation or destruction operator). 同 理 ot 
Ip 也 是 Ne 的 本 征 态 , 其 本 征 值 为 十 1, 亦 即 ot 作用 在 态 |9,》 
上 增加 了 一 个 w 态 的 粒子 ,因此 算 符 ot 称 为 升 高 能 级 算 符 或 产 
生 算 符 (creation operator)、 

这 种 消灭 和 产生 算 符 , 是 量子 场 论 的 主要 数学 工具 ,反映 客观 
存在 着 的 粒子 产生 和 消灭 的 转化 现象 . 

因为 中 ja 与 |a, ,as 十 1,…》 具 有 相同 的 本 征 值 
mw 十 1, 故 它们 表示 同一 个 态 , 因 此 


att |nos%e sm ) =c+ ao 十 } CE 
同 理 a lnos% sm ne) = Jano sn — 1 ,ee) 
容易 算出 |c+ |? =m + 1 } (53) 
|c- ?=m 


于 是 


中 |ao as 》 一 人 人士 芽 mo 十 区 
有 了 时 ,上 式 简 记 为 


maps》 一 人 An (54) 
》 


ala)》 一 Am la 一 1 61) 
at |a) 一 ~ 二 Ta 十 1》 
值得 注意 
n= 人 | 六 la) 一 (alarala) 之 0 2 55) 
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这 是 因为 (nlataln) 表 示 “la 的 模 , 它 必然 是 正定 的 . 由 此 可 见 , 粒 
子 数 "不 能 是 非 整数 (noninteger) ,否则 当 连续 作用 于 |n? 时 最 后 


会 出 现 负 的 a 值 ,这 与 (55) 式 牙 盾 .因此 ,是 零 或 正 整数 . 


最 后 ,我 们 给 出 a,a+ 和 N 的 矩阵 元 . 由 (47) 式 和 (54) 式 可 得 
Cw |N|n) 一 xb。 


《ml 


《 


lat |a》 一 ~ 十 16v, + 
Ld laln) 一 ~/ 8 bool 


它们 的 明显 矩阵 表示 为 


ats= 


2. 多 粒子 体系 薛 定 谓 方程 的 表象 变换 
上 面 我 们 已 经 把 薛 定 亩 方程 看 作 是 一 个 经 典 的 波动 方程 , 然 
后 再 对 它 进行 量子 化 ,并 且 把 这 样 得 到 的 能 量子 进一步 解释 为 薛 
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(56) 
(57) 
(58) 


(56') 


(57') 


(58') 


定 刘 方 程 所 摘 写 的 粒子 . 现在 我 们 来 证 明 ,这 种 作法 与 当 粒 子 满足 
玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 时 的 通常 形式 的 非 相 对 论 量 子 理论 完全 等 价 ， 
它们 之 疗 的 差异 只 在 于 表象 的 不 辐 . 为 此 ,我 们 只 需 考虑 两 个 粒子 
的 情况 . 在 粒子 数 更 多 的 情况 中 所 希 要 的 考虑 是 完全 相同 的 . 按照 
本 节 的 处 理 方法 ,我 们 考虑 只 有 简 谐 振动 hy 和 ks 激发 到 有 一 个 能 
量子 的 态 ,其 余 的 振动 都 处 于 基态 . 这 个 状态 的 态 矢 量 可 写 为 

¥ = atotyo (59) 
其 中 Wo 为 真空 态 , 亦 即 所 有 简 谐 振子 都 处 于 基态 . 中 嘴 作 用 于 wo 
使 得 振动 & 和 ks 各 处 于 有 一 个 能 量子 的 激发 态 . 


引入 
关 (rD 一 中 eer- 敬 (60) 
上 面 所 考虑 的 状态 又 可 写 为 
y= 舌 (n5 人 入 (rz,t)Wo (61) 


(59) 式 和 (61) 式 的 差别 只 在 于 前 者 是 由 动量 表象 表 出 ,而 后 者 则 
由 坐标 表象 表 出 . 在 这 两 个 表象 中 的 总 哈密 顿 算 符 分 别 由 (33) 式 
和 (32) 式 给 出 ,于 是 ,y 满足 的 苹 定 启 方 程 可 写成 


直 2w 一 一 BG (dD VCr, OYar (62) 
注意 到 真空 态 定义 (48) 式 有 
ao 一 0 (48') 
而 由 (C60) 式 的 复 共 轿 可 得 
六 (Tr, 一 0 (63) 


将 (61) 式 代入 (62) 式 ， 并 利用 (39) 式 和 (63) 式 ， 我 们 得 到 
记 动 总 嵩 (rubD 句 Crz6m 一 一 > A 
于 是 最 后 得 到 
2 
六 本物 (ri 有 和 (rz 一 3 起 V(r Dblrt) (64) 


上 式 正 是 在 通常 量子 理论 里 两 个 自由 的 玻 色 粒子 所 满足 的 萃 定 语 
方程 . 这 证 明了 前 面 所 述 的 论点 :在 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 的 条 件 下 ， 
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把 单 粒子 的 非 相 对 论 桦 定 启 方 程 看 成 经 典 的 宏观 的 波动 方程 然后 
进行 量子 化 和 通常 把 (7, 引 看 成 几率 幅 的 多 粒子 的 非 相 对 论 量 
子 理 论 是 完全 等 价 的 . 

二 次 量子 化 方法 是 研究 全 同 粒 子 组 成 的 多 粒子 体系 的 一 种 党 
用 的 方法 .这 种 方法 的 要 点 是 用 处 于 一 个 状态 中 的 粒子 数目 来 描 
写 体系 的 状态 ,也 就 是 把 多 粒子 体系 的 问题 由 原来 的 表象 (例如 坐 
标 表 象 或 能 量 表 象 ) 经 过 表象 变换 后 换 到 粒子 数 表 象 中 去 讨论 . 因 
此 ,二 次 量子 化 方法 的 实质 是 数学 上 的 表象 变换 ,并 不 意味 着 任何 
物理 实质 上 的 改变 , 即 不 存在 客体 的 第 二 次 量子 效应 . 

从 上 面 的 推导 和 讨论 我 们 看 到 ,由 经 典 波动 经 过 量子 化 所 得 
到 的 “能 量子 ” 正 是 由 经 典 粒子 经 过 量子 化 所 得 到 的 微观 粒子 . 根 
据 这 个 观点 ,前 面 的 辐射 量子 理论 所 给 出 的 能 量子 iw 应 同时 代表 
辐射 的 粒子 结构 . 这 个 关于 量子 现象 的 新 的 理解 ,非常 园 满 地 体现 
了 爱 因 斯 坦 所 提出 的 关于 光子 的 概念 ,同时 也 成 为 以 后 发 展 起 来 
的 场 的 量子 理论 的 基本 思想 . 


§ 3 费 米子 体系 


1. 反 对 易 关 系 与 泡 利 不 相 容 原理 
上 节 我 们 讨论 了 玻 色 子 体 系 , 即 粒子 服从 玻 色 - 爱 因 期 坦 统计 
情形 下 的 二 次 量子 化 方法 . 对 于 费 米 子 体 系 , 即 粒子 服从 费 米 - 狄 
喇 克 统计 的 情形 ,量子 化 条 件 ( 即 对 易 关 系 )(38) 式 和 (39) 式 应 加 
以 修改 ,因为 费 米子 遵循 泡 利 不 相 容 原理 (Pauli%s exclusion 
principle ) , 即 处 于 一 个 态 的 粒子 数目 只 能 是 0 或 1. 为 此 ,约旦 
《Jordan) 和 维 格 纳 (1928 年 ) 建 议 , 费 米子 的 量子 化 条 件 改 为 
[aot]+ 三 ood + 叶 ox = bu } 
[eryar d+= Cat,at J+= 0 
和 [rd) ,Vr r,t +=6(r— r') 
YOO ,Yr =[Y+ Cr 区 ,+ (r,t)J+= 0 
称 为 反对 易 关 系 (anticommutation relations). 
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(65) 


) (66) 


容易 证 明 , 上 述 反 对 易 关 系 与 泡 利 原理 是 一 致 的 . 事实 上 ， 
NE 一 (ataas)2 = aitavat os 


=at (1 一 oftae)as 


=aitas = N, (67) 
从 而 得 到 其 本 征 值 满足 
ME 二 (68) 
由 此 得 nm = 0,1 (69) 
即 处 于 & 态 的 粒子 数 为 0 或 1, 与 泡 利 原理 一 致 , 故 费 米子 的 反对 
易 关 系 (65) 式 是 泡 利 原理 的 要 求 . 


2,. 算 符 oot 和 Ne 的 表示 
为 简便 计 略 去 下 标 &. 由 (65) 式 有 
aat 二 ata=1,， d=at=0 (70) 
此 外 ， N=ata (71) 
以 上 两 式 就 是 待 解 的 矩阵 方程 .由 (68) 和 (69) 式 知 ,X 的 本 征 值 为 
0 或 1. 如 果 没 有 简 并 ,YN 就 能 表 为 对 角 和 抢 阵 
[ 中 


N= lo J (72) 
为 满足 (70) 式 的 要 求 ,a 和 e+ 可 表 为 
有 由 
“dd 人 


设 Y 对 应 于 本 惩 值 0 的 本 征 矢 为 10》, 对 应 于 本 征 值 1 的 本 
征 矢 为 11》, 即 


NI0) =010) =0 
Nil =|1) } 2 
则 可 将 10? 和 11? 表 为 列 和 矩阵 
10) = | 11) = 上 (75) 
于 是 ,容易 得 到 al0) 天 0，all) = 10) 
合 写 成 ala) 一 zal1 一 a?，za 一 0;1 (76) 
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又 有 a+ |0)= |1)，at+|1)==0 
合 写 成 at ja) = (1—2)|l—a), n=0,1 (77) 
可 见 ,a 和 a+ 仍 起 着 消灭 算 符 和 产生 算 符 的 作用 . 
一 般 地 ,(76) 式 和 (77) 式 可 表 为 
osjzno…1…)》 一 |ao…0…》1 (78) 
aaao…0…)? = 0 ) 
at lnol")= 0 
at [no 0 ) = nol ) } 
上 述 二 次 量子 化 的 描述 方式 ,在 费 米 统计 的 情况 下 ,也 可 用 与 (59) 
式 到 (64) 式 相同 的 推导 ,证 明 是 和 通常 的 非 相 对 论 量 子 力学 的 描 
述 方式 等 价 的 . 与 玻 色 统计 的 情形 一 样 ,证 明 必 须 以 下 述 先 决 条 件 
为 根据 , 即 波 振 动 的 能 量子 正 是 醉 定 记 方 程 所 描写 的 粒子 ， 


(79) 


$4 场 量子 化 概念 


前 面 曾经 指出 ,二 次 量子 化 方法 实际 上 是 表象 变换 ,不 包含 新 
的 量子 效应 ,在 内 容 上 并 没有 超出 旧 有 的 量子 力学 的 范围 但 二 次 
量子 化 方法 的 优点 在 于 : 

(1) 能 把 粒子 服从 的 统计 规律 包括 到 理论 中 去 . 粒子 遵循 的 
不 同 的 统计 规律 反映 在 算 符 w 和 满足 不 同 的 代数 关系 , 即 对 
玻 色 子 而 言 ,a 与 ot 满足 对 易 关 系 (38) 式 ,对 费 米子 而 言 ,a 与 
中 则 满足 反对 易 关 系 (65) 式 . 

(2) 在 新 表象 里 不 明显 地 出 现 总 粒子 数 , 而 只 包含 占有 各 个 
能 级 的 粒子 数 . 这 样 就 提供 了 相对 论 量 子 场 论 的 数学 准备 , 即 容易 
推广 到 粒子 产生 和 淹没 的 情形 . 

(3) 二 次 量子 化 方法 消除 了 量子 力学 对 实物 粒子 和 电磁 场 的 
不 对 称 描述 . 从 8 1 我 们 知道 ,电磁 场 量 子 化 是 由 经 典 波 场 向 量子 
力学 领域 的 过 渡 ,而 实物 粒子 的 量子 化 则 是 由 经 典 粒子 向 量子 力 
学 领域 的 过 渡 ,两 者 的 描述 是 不 对 称 的 . 但 在 二 次 量子 化 方法 中 ， 


实物 粒子 的 波 函 数 不 是 看 成 几率 波 , 而 是 看 作 与 电磁 场 一 样 的 经 
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典 场 ,然后 进行 量子 化 ,这 就 与 电磁 场 的 量子 化 处 于 更 对 称 的 地 - 
位 ,使 粒子 与 场 的 对 比 更 进一步 密切 起 来 .各 种 物质 形式 所 表现 的 
波动 性 和 粒子 性 ,在 二 次 量子 化 的 描述 里 得 到 了 进一步 的 统一 .这 
种 统一 的 描述 将 是 相对 论 量子 场 论 的 出 发 点 ,为 量子 场 论 指出 了 
发 展 方向 ,事实 上 , 克 菜 因 - 戈 登 方程 和 狄 古 克 方程 都 可 以 看 作 是 
相当 于 经 典 场 的 方程 而 按照 二 次 量子 化 的 方法 进行 量子 化 . 

在 量子 场 论 完整 地 建立 起 来 之 前 ,实验 上 已 经 发 现 了 电子 偶 
的 产生 和 6 衰变 现象. 在 这 些 现象 里 ,电子 也 象 光子 一 样 地 被 吸收 
或 发 射 ,这 就 提供 了 把 电子 场 按照 电磁 场 的 方式 进行 量子 化 的 实 
际 要 求 . 这 些 新 的 物理 现象 的 出 现 ,使 我 们 想到 ,如 果 把 非 相对 论 
的 二 次 量子 化 方法 推广 到 高 速 的 相对 论 领 域内 ,是 否 可 以 用 来 描 
写 粒子 的 产生 和 消灭 的 转化 现象 . 

我 们 曾 一 再 指出 ,在 非 相对 论 领 域内 ,二 次 量子 化 的 描述 是 和 
通常 的 本 定 启 量 子 理论 完全 等 价 的 . 但 在 相对 论 领 域 里 ,情形 就 完 
全 不 同 , 把 克 莱 因 -成 登 方程 和 狄 喇 克 方程 看 成 经 典 波动 方程 然后 
按 二 次 量子 化 方法 进行 量子 化 所 得 到 的 理论 一 一 量子 场 论 ,与 把 
这 些 方程 作为 单 粒子 的 相对 论 方程 所 得 出 的 理论 完全 不 同 . 在 量 
子 场 论 里 , 负 几 率 和 负 能 量 困 难 已 不 复 存在 ,而 在 单 粒子 相对 论 量 
子 力学 里 , 负 几 率 和 负 能 量 的 困难 是 不 可 避免 的 . 这 是 因为 在 单 粒 
子 的 相对 论 量子 力学 里 保留 了 波 函数 的 几率 解释 ,而 几率 解释 是 
以 几率 守恒 为 条 件 的 ,其 物理 实质 就 是 粒子 数 守恒 .但 在 高 速 的 相 
对 论 领域 里 ,存在 粒子 的 产生 和 消灭 的 转化 现象 ,粒子 数 是 不 守恒 
的 ,这 就 是 产生 困难 的 根本 原因 . 

因此 ,在 相对 论 情形 下 ,应 将 波 函数 的 几率 意义 加 以 改革 . 为 
此 ,我 们 把 克 莱 因 - 戈 登 方 程 和 狄 喇 克 方 程 

(平一 mm2) 区 一 0 
(ya 十 im) 风 一 0 
不 看 成 是 单 粒 子 的 相对 论 量子 力学 方程 ,而 认为 是 和 考 克 斯 志方 
程 
HA=0 
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相当 的 经 典 场 方程 , 即 史 不 再 理解 为 几率 意义 的 波 函 数 ,而 看 作 
类 似 电磁 场 4 的 经 典 场 , 然 后 按照 二 次 量子 化 方法 进行 量子 化 ， 
即 把 到 看 作 是 场 算 符 , 并 且 按 照 粒 子 所 遵循 的 统计 法 则 引入 量子 
化 条 件 ( 对 琉 色 子 引 入 对 易 关 系 , 对 费 米 子 引 入 反对 易 关 系 ) 所 
以 ,在 量子 场 论 时 ,实物 粒子 和 光子 处 在 相同 的 位 置 ,并 且 认为 二 
者 的 波动 性 和 粒子 性 都 是 属于 同一 客体 一 一 量子 场 的 两 个 方面 
这 样 , 量 子 场 的 概念 就 把 光 和 实物 , 波 和 粒子 的 对 立 完全 统一 起 来 
了 .读者 欲 知 其 详 ,请 参阅 有 关 量 子 场 论 的 书籍 . 

量子 场 论 主要 的 成 就 是 : 它 解释 了 各 种 基本 粒子 的 发 射 和 吸 
收 现象 ,从 而 正确 地 描述 了 物质 的 不 同形 式 间 的 相互 转换 和 相互 
作用 的 规律 ; 它 导出 了 物质 的 粒子 性 和 电荷 的 量子 性 ; 它 避 免 了 狄 
喇 克 理论 里 的 负 能 困难 和 克 莱 因 - 戈 登 理论 里 的 负 几 率 困难 ; 它 正 
确 地 反映 出 物质 在 微观 运动 领域 内 所 反映 出 来 的 波动 和 粒子 两 种 
属性 以 及 量子 现象 和 经 典 极限 间 的 联系 ; 它 表达 出 微观 运动 和 统 
计 规 律 之 间 密 切 的 关系 . 这 样 , 它 就 把 十 九 世纪 中 人 们 认识 上 的 实 
物 和 场 的 对 立 转 变 为 两 种 统计 规律 的 对 立 , 在 宏观 领域 里 ,电磁 波 
作为 场 的 形式 和 电子 作为 实物 的 形式 而 存在 主要 是 由 于 它们 服从 
两 种 不 同 的 统计 规律 所 造成 的 . 量子 场 论 的 建立 使 得 人 们 对 于 物 
质 世 界 的 认识 前 进 了 一 大 步 . 
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第 十 一 章 “路径 积分 量子 化 


在 前 面 的 课程 中 ,我 们 已 经 学 过 量子 力学 的 两 种 表述 形式 : 即 
共 定 请 的 波动 力学 形式 ,这 是 用 解 微分 方程 ( 萍 定 记 方 程 ) 的 方法 
处 理 量子 力 学 问题 . 另 一 种 是 海 森 堡 的 矩阵 力学 形式 , 它 是 用 算 符 
代数 的 方法 处 理 量子 力学 问题 . 这 里 我 们 介绍 量子 力学 表述 的 第 
三 种 形式 , 即 所 谓 路 径 积分 (Path Integrals) 形 式 . 

量子 力学 的 路 径 积分 形式 ,最 早 是 狄 喇 克 于 1933 年 在 一 篇 题 
为 (量子 力学 中 的 拉 氏 函数 》 的 文章 中 提出 来 @, 费 曼 1948 年 在 
《 非 相 对 论 量 子 力学 的 时 空 方法 ) 一 文中 发 展 了 这 一 思想 @. 费 曼 
和 希 布 斯 (Hibbs) 合 著 的 《量子 力学 与 路 径 积分 》 一 书 给 出 了 用 路 
径 积分 形式 表述 量子 力学 的 理论 体系 @. 

量子 力学 的 路 径 积 分 形式 就 是 以 几率 幅 的 路 径 积 分 形式 为 出 
发 点 来 表述 量子 力学 的 理论 形式 . 近年 来 ,这 种 理论 形式 在 量子 力 
学 特别 是 在 量子 场 论 中 有 新 的 发 展 和 广泛 应 用 ,取得 一 些 重要 的 
结果 . 

二 十 世纪 初 , 实 验 物理 学 积累 了 大 量 引 人 注 且 的 现象 ,表明 经 
典 物 理学 已 经 不 够 用 ,特别 是 光 和 电子 的 波 一 粒 二 重 性 现象 是 不 
能 用 经 典 概念 和 理论 来 解释 ,于 是 在 1925 到 1926 年 间 新 的 理论 
一 一 量子 力学 应 运 而 生 . 新 理论 表明 ,有 些 实验 的 精确 结果 根本 不 
可 预言 ,只 好 满足 于 计算 各 种 结果 的 几率 . 

在 经 典 力学 中 ,粒子 的 状态 可 用 它 的 坐标 z( 为 简单 ,用 z 表 


©® P.A.M. Dirac,Physikalische Zeitschrift Sowjetunion ,Band 3,Heft 1 (1933) ,64. 

©® R.P.Feynman,Rev. Mod. Phys. 20(1948),267. 

©® R.P.Feynman and A. R. Hibbs,Quantrm Mechanics and Path Integral MC Graw- 
Hil,New Yaock(1965), 有 中 译本 . 
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示例 部 坐标 ,以 下 同 ) 和 动量 zp 两 个 参量 来 描述 ,粒子 从 时 空 点 
(zt) 运 动 至 时 空 点 (zt) 有 确定 的 轨道 . 而 在 量子 力学 里 ,用 几 
率 幅 (probability amplitude), 即 波 函 数 %(z., 刀 ) 来 描述 粒子 的 状态 ， 
粒子 从 状态 %(zt) 变 成 状态 $(zs,4) 没 有 确定 的 轨道 ,可 以 认为 
是 存在 无 限 多 的 轨道. 这 就 是 说 ,粒子 的 几率 幅 原 则 上 可 从 z 沿 
无 限 多 的 路 径 传递 到 mw 路 径 积分 方法 的 基本 思想 是 : 

(1) 粒子 从 时 空 点 aeCz。t) 变 到 时 空 点 (zs)#) 有 各 种 路 径 ( 轨 
道 ), 第 ;条 路 径 对 2 点 几率 幅 的 贡献 %[z(i], 记 及 由 时 空 点 (z， 
如 ) 到 时 空 点 (zst) 各 条 路 径 对 2 点 几率 幅 的 总 贡献 为 

K (zk ts) 一 > hz 


《2) 各 条 路 径 对 几率 幅 的 贡献 ,其 振幅 相同 ,但 位 相 正比 于 该 

路 径 的 作用 量 *, 即 
#[zGD] = 4eis 

(3) 粒子 从 时 空 点 a 到 时 空 点 ! 的 几率 P(,a) 是 几率 幅 的 绝 

对 值 平方 . 即 
P(8,0) = |K(b,a) |? 

可 见 ,路 径 积 分 方法 中 所 涉及 的 只 是 做 为 经 典 量 的 作用 量 。， 

使 得 我 们 可 以 借助 经 典 力 学 来 表述 量子 力学 . 


$1 传播 函数 与 几率 幅 


在 量子 力学 里 ,粒子 没有 确定 的 轨道 . 粒子 在 某 一 时 刻 的 状 
态 , 取 决 于 它 在 这 一 时 刻 以 前 的 全 部 历史 (状态 ), 也 就 是 说 在 时 刻 
妈 在 乌 处 粒子 的 状态 (几率 幅 )#%(zs%) 是 由 二 时 在 整个 空间 各 z 
处 的 状态 (几率 幅 )%(zz) 以 一 定 的 权重 传播 过 去 的 . 或 者 说 ,时 
每 个 z 点 的 几率 幅 #(z,#) 都 以 一 定 的 权重 对 专 时 刻 = 点 的 几率 
幅 做 出 贡献 . 对 dz 积分 得 到 所 有 贡献 的 总 和 , 即 


$m) = [Cts tds) (GD 
438 


天 (zjizoit) 表 示 %(zst) 对 yp(zs,) 贡 献 的 权重 ,又 称 为 几率 幅 由 
时 空 点 (z。,4) 到 时 空 点 (zs, 刀 的 传播 函数 或 传播 子 (propagator). 一 
般 地 ,上 式 可 改写 成 


Pz,6) = coer stp st de (2) 


为 了 进一步 看 出 传播 函数 的 物理 意义 ,考虑 时 刻 上 从 zo 处 出 发 的 
一 个 粒子 ,这 时 %(z, 扩 一 6(z 一 z0) 于 是 


%(z,t) = [i or 一 z0)dz' = K(z,t;r0,t ) 


可 见 (zx,t;zosb) 是 从 时 空 点 (zo,) 出 发 的 一 个 粒子 在 时 空 点 (z， 
引出 现 的 几率 幅 . 如 果 知 道 传播 函数 K 和 初始 状态 $Cz,0) 就 可 以 
决定 任何 时 刻 的 状态 $(z, 必 .因此 计算 出 传播 函数 K 就 等 价 于 求 
解 了 薛 定 兽 方程 . 这 是 表述 量子 力学 的 又 一 方式 ,下 面 我 们 讨论 传 
播 函 数 的 路 径 积分 表示 、 


$2 传播 函数 (几率 幅 ) 的 路 径 积 分 表示 


1. 路径 积 分 的 引进 

在 量子 力学 里 ,粒子 用 物质 波 来 描述 ,这 种 物质 波 的 传播 没有 
确定 的 轨道 ,可 以 合理 地 认为 有 无 限 多 的 轨道 . 我 们 以 1 十 1 维 为 
例子 来 说 明 . 如 图 11-1 所 示 . 

设 物质 波 传播 的 一 条 路 
径 (zoy t)，(zub 和) enn (zs, 
4 , 它 在 时 间 如 到 到 间 由 ma 
传播 到 ma, 在 时 间 上 到 4 
间 , 由 z; 传 播 到 zit1; 最 后 在 . 
时 刻 时 到 达 zx. 利用 量子 
理论 的 关系 式 二 h/p 和 ，? 
=8/h, 物 质 波 从 时 空 点 (zo， 
40) 传播 到 时 空 点 (z1,41) ,位 
产生 变化 ,应 乘 上 一 个 相 因子 I 
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io ao] 一 erlP1 Gs Bt] (1) 

当 物 质 波 通过 整 条 路 径 后 ,位 相 的 变化 应 乘 上 的 总 相 因子 为 : 
sn] i pr (2) 
物质 波 从 时 空 点 Cz6,t0) 出 发 到 达 (z,, 刀 点 ,除了 通过 上 述 路 径 
外 ,还 可 以 通过 另 一 条 路 径 , 例 如 (zoyt) 《zi1,6)…*… 《zs) 以 及 其 
它 的 路 径 . 不同 的 路 径 应 乘 上 不 同 的 相 因 子 . 而 各 条 路 径 的 贡献 ， 
满足 态 迭 加 原理 具有 相干 效应 电子 双 颖 和 射 实验 表明 :干涉 效应 
是 由 于 各 条 路 径 贡 献 的 几率 幅 的 位 相 不 同 引 起 ,而 它们 的 振幅 是 
一 样 的 . 同时 ,可 以 合理 地 认为 ,各 条 路 径 就 波 的 传播 来 说 有 同等 
的 贡献 (同等 的 权重 ). 对 所 有 路 径 求 和 可 用 对 每 一 个 asG 一 1,2， 
…on 一 1) 从 一 co 到 十 co 的 积分 代替 . 因此 ,干涉 后 的 总 波幅 (几率 

幅 ) 为 

KCzotizot) = A duidzz" ‘dz et DE ma (3) 


其 中 4 为 归 一 化 常数 . 已 经 用 HH; 代替 局. 
利用 经 典 力学 中 关系 式 ,一 产 一 互 , 上 式 可 改写 成 


K (zasb 70,to) 一 4 neds ed 
= 4 enen st ewes 
将 时 间 间 隔 和 到 了 分 割 到 无 穷 小 ,其 极限 就 是 如 下 的 无 穷 维 积分 
开 (zotaizoyto) =| [Carll 


(4) 


其 中 作用 量 5 Gaae 上 起 已 略 去 归 一 化 因子 ,da] 表 示 对 

所 有 时 间 上 + 的 zG9 作 积分 dz1…dz,《n->coo), 这 是 一 个 无 穷 维 的 积 

分 . 它 代表 对 各 种 路 径 的 贡献 求 和 ,所 以 称 为 路 径 积 分 . (4) 式 左边 

的 模 方 |EP 代表 粒子 从 时 空 点 (zoto) 到 时 空 点 (za) 的 传播 几率 ， 

而 右边 是 经 典 作用 量 的 路 径 积分 ,这 就 是 路 径 积 分 量子 化 的 内 涵 . 
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2. 传 播 函数 的 严格 推导 

下 面 ,我 们 从 量子 力学 的 几率 幅 表 示 式 出 发 ,严格 地 推导 出 传 
播 函 数 的 路 径 积分 表示 式 (4). 

在 海 森 堡 绘 景 (Heisenberg picture) 里 ,物理 态 不 随时 间 变 化 ， 
但 算 符 和 基 矢 都 随时 间 变 化 , 设 | ,和 |z, 刀 是 海 森 堡 绘 景 中 心 
和 上 时刻 的 基 矢 (坐标 表象 ),6(t) 是 位 置 坐标 算 符 . 则 有 


90 1zt) 一 zz)t) (5) 

6(0)1z,0)》 = z|z,0) (6) 
海 森 堡 绘 景 中 不 同时 刻 算 符 之 间 的 关系 

90() 一 坚 g(0)e- 学 (7) 


将 (7) 代 入 (5) 得 到 
gt)|zyt) = 坚 g(0)e- 汉 |z,t)》 = z|z,t) 

可 以 看 出 

lz = e 尝 |z,0) 三 坚 lz) (8) 
是 上 式 的 解 . 上 式 给 出 本 征 值 相同 (都 为 z) 但 时 刻 不 同 的 态 矢 之 
间 的 关系 ,下面 ,推导 在 时 刻 t 处 于 z 处 ,而 时 刻 # 处 于 zz 处 粒子 几 
率 幅 

K(# ,t 37,0) = (zt |z,t) (9) 
的 路 径 积 分 形式. 我 们 将 时 间 间 踊 《 一 :分 成 z 个 小 区 间 st 一 如 
刁 yt 汉 一 加 右 一 如 十 Ke. 利用 同一 时 刻 算 符 本 征 矢 的 封闭 性 

[ED =1 
插入 每 一 时 刻 4 的 中 间 态 ,于 是 
(zi st zat) = fanaa sk A 《ay 

LE EE 《zl 二 [zt (10) 

利用 (8) 式 有 


《alz-ot-D 一 人 alexp[ 一 军人 一 妃 Di 


一 (zexp[ 一 罕 ]la- (11) 
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其 中 。== 《4 一 t) /a 二 4 一 4 表示 一 个 小 的 时 间 间 阿 . 
同一 时 刻 ,6 的 本 征 矢 的 正 交 归 一 性 和 封闭 性 定义 为 


(zlz) = 6(z — 21), 让 dz|z)(z| =1 (12) 
动量 本 征 矢 |p) 的 正 交 归 一 性 和 封闭 性 定义 为 : 
lz) =6G— 2), Jarlp)lpl =1 a3) 
则 (lz) = Gr (lp) = BP (14) 
我 们 有 alr le) = apcalp) ole las) 


-| Pe np (15) 
同样 可 证 , 当 *>0 时 有 
《za|be|z li》 -| pr 机 (2 直 2 
Galzerla-D = Br edhe 


将 (11) 式 中 的 五 (9,7) 展 开 成 6 和 ?的 矫 级 数 ,再 逐 项 利用 (15) 和 
(16) 式 ,然后 合并 ,可 得 到 


zotlzis di) = (zlexp(— la 


(16) 


-| 茹 Ap? we zt-1)] 


“exp[ 一 下 HG 二 2D] 


=| 六 cp5cz + 2 
—H(p,* ty (17) 
将 上 式 代 入 (10) 式 得 


bd 机 机 
< dz (zj — zj-1) 
(zt zt) = : . ,天 一 于 -1 
Wd he 
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— Hg) ]) 018) 
当 -roo 时 ,oe~0, 上 式 可 写成 
Ca est) = [CSI Jerpt$) ns — Hp52)]d) A9) 


其 中 [ez][dz] 表 示 对 一 切 可 能 路 径 积 分 . 通常 对 dp 的 积分 可 用 高 
斯 积分 公式 积 出 ,常用 的 高 斯 型 积分 公式 是 


上 etipdp = Mi 


| 
i 
EE dp = Via py 
全 ep-ozdp 一 Je | 
(20) 
让 | dp = NE | 
一 oo a 
[erap i | 二 eeheeta 
[prep = (Ee, 
[fee = {2a + ee 
其 中 :是 为 了 使 积分 有 限 而 引进 的 截断 因子 ,可 令 其 等 于 零 . 利用 
上 式 得 


太 路 me 一 二 六 ] = ap (GD 
设 妃 是 P 和 9 的 如 下 多 项 式 
= 地 ?r+ V(Q) (22) 
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将 上 式 代入 (18) 式 ,利用 (21) 式 可 得 


K(z 5201 = (2 ,0 |z,6) 


-| 半 | 立 笋 : op 二 守 [oa 一 好 


ee Ve) 
一 Mm 
= 上 dzi(s—F-)Y 
im| IT nh) 
rl . Tj 十 2; 
“exp{ 王 了 [sme 一 VT ]s) (23) 
exp 天 2 2 2 Js 


当 w>cove-*0, 时 
RAS ea a A 
二 | [esJexp[ 二 [zea 
| [dz]exp[ 所 8] (24) 
其 中 [aa] = 矿 seaes…da- 玫 示 从 6 到 “内 对 联结 xm 和 = 的 


所 有 路 径 积 分 ,而 4 一 (2 77 弃 是 与 z 无关 的 常数 ,和 S 分 别 为 
经 典 拉 氏 量 和 作用 量 
1 


L =Fm? —V(s) 


Ss 一 | zc,au 


(24) 与 用 朴 紊 方法 得 到 的 结果 (4) 式 一 致 (其 中 4 作为 归 一 化 因 
子 可 以 略 去 ). 对 于 妃 不 是 取 (22) 式 简单 形式 ,而 五 中 p 和 z 存 
在 交叉 项 的 性 况 , 通 过 较 繁复 的 计算 ,可 证 明 , 传 播 函 数 (几率 幅 ) 
仍 有 (24) 式 的 路 径 积 分 形式 . 
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§ 3 算 阵 元 的 路 径 积 分 表示 


利用 前 面 的 结果 ,可 得 到 物理 的 窍 阵 元 的 路 径 积分 形式 . 
设 上 是 任 一 时 间 点 , 则 坐标 算 符 的 本 征 方程 
@(b = |z56) = zs) (1) 
用 类 似 推导 (24) 式 的 方法 ,可 得 8(4) 的 矩阵 元 
Cz! ,0 |Q(8) |z,t) 
= amg 6 [zh ) (Zeb | 2 2h 2) 
* (zit 6+1 18) [zs 6 (z1 tz 0) 


= [amrseeds, st) zt |z th) zt |z,t) 


= [BCerde(dep(# [Cr — Hp,D J) (2) 
上 式 最 后 一 步 用 重复 推导 (24) 式 的 方法 得 到 ， 
设 !>>4>bP>b 则 有 
lz ,0 104) 0 |z,t) 


= fendeda rly st [zh (zit 6 | O86) |zi56) 
(z+ bt1 16) 1336)»: (zit |z,t) 


= [angersewds, zt) zt) tae) (nh) 


= [CJCerJe (yerp{#| [rz — Hp et} (8) 


上 式 右边 的 z(t) ,z(sy) 是 经 典 量 ,可 随意 调动 位 置 , 而 左边 8(4)， 
(0b) 是 算 符 , 不 能 随意 调动 位 置 ,在 推导 中 ,我 们 使 用 了 条 件 才 ># 
>>s>4, 只 有 满足 这 个 条 件 ,才能 将 CC(6) .9(b) 安 排 在 恰当 的 时 间 
格 点 上 ,当时 ,我 们 必须 排 成 66)8(C&) 后 才能 重复 上 面 的 推 
导 . 故 算 符 8(6)8(4) 必 须 按 时 间 先后 自 右 至 左 排列 , (3) 式 才能 成 
立 . 可 推广 到 有 多 个 8(#) 的 情况 ,这 时 有 
lz’ ,6 |Q) Q(t) :Q(t) | 
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d 和 Se 
= [CIty ee rs 一 Ta 


§ 4 自由 粒子 的 传 拱 函 数 


(4) 


用 路 径 积分 方法 求解 具体 问题 ,由 于 是 泛 函 积分 ,常常 是 十 分 
困难 的 ,作为 路 径 积 分 方法 的 简单 应 用 的 例子 ,我 们 求 自 粒子 的 传 


播 函 数 . 
自由 粒子 的 作用 量 
% Sh AS 
Ss= Pride = 上 Tmedt 
或 写成 = 六 Fe 


将 上 式 代 入 $ 2(24) 式 得 自由 粒子 的 传播 函数 
K(ztasT0to) = (zt |zo,to) 


= lim A ee 各 一 过 ] 
为 积分 方便 ,做 变换 
2 = ( 坟 ) 
前 式 改 写成 
2 加 


Kwtsz0sty) = lim 4Ce0erb0| dared 


各 一 2 
‘op[— Ca 2 ] 
j= 
利用 #$ 2(20) 式 第 4 式 可 得 
[emt = 了 [Ge 一 z0)2 十 (2 — 2)?])dz 
一 Fe Ys 


将 上 式 代 入 (4) 式 并 对 dz 积分 ,可 得 
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(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


2 Cm 


oo 


=[ ew <) 
经 过 za 一 1 次 积分 , 即 有 
[Ca eg[— 2 和 择 一 2 ] 
= 0 


=[ 人 Dp » @—m(ss /Cems) 
n 


将 上 式 代入 (4) 式 ,并 以 4= (到 生 )”* 和 ze 一 4 一 4 代入 得 


Klaasbia0sh) =4(22avakg Ei) 


s exp[ 加 一 z)] 
-a 四 
这 就 是 自由 粒子 的 传播 函数 . 上 式 的 位 相 正 是 自由 粒子 的 经 典 作 
用 量 


一 2 
8 有。 全 一动 


2 tC—bh 
这 表明 :对 自由 粒子 ,无 数 条 路 径 对 传播 函数 位 相 的 贡献 ,等 于 经 
典 路 径 对 传播 函数 位 相 的 贡献 . 

将 (7) 式 代入 1 中 第 (2) 式 ,可 得 自由 粒子 的 波 函数 ( 令 初 始 
对 刻 上 一 0 四 =—l ew/ 
时 刻 :一 0 时 ,%(z ,0) 7 


(8) 


zt) = [KCetsr Op , 0)dz 


Ey er] Gta li 
|e 
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-i eiCpe 一 可 大 (9) 


上 式 与 用 求解 芒 定 油 微 分 方程 的 方法 所 得 到 的 结果 一 至 
85 路径 积分 形式 与 波动 力学 的 等 价 性 


在 经 典 力学 中 ,牛顿 表述 形式 着 重 体系 状态 的 瞬时 的 ,局 域 的 
变化 ,用 微分 方程 描述 . 而 最 小 作用 量 原理 表述 则 着 重 全 域 的 有 限 
时 间 间 隔 内 体系 的 变化 . 类 似 地 ,在 量子 力学 中 , 波动 力学 形式 着 
重 体系 状态 的 瞬时 的 、 局 域 的 变化 ,用 薛 定 泗 微 分 方程 来 描述 ,而 
路 径 积分 形式 , 则 强调 全 域 的 有 限时 间 内 状态 的 传播 . 下 面 , 我 们 
从 路 径 积分 形式 出 发 ,导出 波动 力学 形式 的 薛 定 谓 方程 ,以 说 明 两 


种 形式 的 等 价 性 . 
由 8$ 1(2) 式 ,我 们 得 到 无 限 短 时 间 。 内 波 函 数 的 演化 为 
Ge = [Ks0s Das ,0)dz CD 
体系 的 拉 格 朗 日 函数 为 
L = Fm — Vd) C) 
体系 的 作用 量 (注意 。 为 无 穷 小 量 7 
8 =—] = [县 人 一 FE, 和] 


= 
人 E77 人 VS ,0)e (3) 


2 
最 后 一 个 等 号 是 因为 我 们 只 考虑 到 。 的 一 次 项 , 故 略 去 7 中 的 
将 (3) 式 代入 8 2(24) 式 ,由 于 %z,e) 和 %(z ,0) 的 时 间 间 隔 为 ,所 
以 #=1, 只 有 =z 和 zi 二 z 两 个 固定 点 ,因此 , 求 天 时 不 必 对 六 
求 积分 . 故 传播 函数 

KGciez 0) = (Diep{ 人 二 [2 于 2 ,0)]). 


(4) 
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将 上 式 代 入 (1) 式 得 
%(z,e) = Ga | exp[ 
3 十 2 


im(z 一 ZL )2 
一 ] 


“exp[ 一 #7 30) JypCz' 0)dz/ (5) 


积分 号 下 的 指数 因子 exp[ 四 所], 由 于 。 为 无 限 小 注 也 很 小 ， 
故 当 z 变 化 时 , 它 迅速 振东 ,而 #(z ,0) 是 一 光滑 函数 ,所 以 两 者 
的 乘积 在 大 部 分 区 域 贡献 为 零 . 只 有 位 相 稳定 的 区 域 , 才 对 积分 有 
贡献 ,而 仅 在 :=z (位 相差 为 零 ) 的 附近 ,并 满足 

m(z 一 z')? 

28 

的 w 才 出 现 相干 相 长 . 令 sz 一 z, 由 上 式 有 
2 


< 


sh< Cy 
可 见 ,$ 与 Vs 同 量 级 .利用 Pr ee 
Veo) 一 (5) | op[ 吏 ] 
“exp[ 一 再 Vz 十 和 ,0)]p(z 十 外 0d& (6) 
将 上 式 展开 ,保留 。 的 一 级 项 和 的 二 级 项 , 即 取 
#(z 十 0) 一 Vz,0) 十 《 世 十 南下 十 … (7) 
exp( 一 到 oz 十 剖 ,D] =1 一 各 Vz 十 条 ,0) 十 … 


一 1 一 下 orG0) 二 (8) 
将 (7) 和 (8) 代 入 (6), 只 保留 :的 一 级 项 和 < 的 二 级 项 , 则 有 
%(zys) 一 (Cpe so] 
“yz,0) 一 坷 or(c,0)%(z,0) 十 6 型 十 全 Slee (9) 


由 8$ 2(20) 的 积分 公式 有 
449 . 


ee- (10) 


利用 (10) 式 ,(9) 式 变 成 
#50) 一 510) = 了 工艺 区 上 rz,0)]#(z,0) 


= 一 也 :say(z,0) (1) 
当 se->0 时 ， 
tm We) ~ p20) -ab 
于 是 有 让 于 CO 一 甩 (z,0)%(z,0) 
一 般 地 有 
ED Hep,t) (13) 


这 就 是 薛 定 齐 方程 , 从 上 面 的 推导 可 见 , 当 取 无 限 短 时 间 *0 时 ， 
路 径 积分 形式 的 演化 方程 (1) 的 极限 就 是 波动 力学 的 瞬时 表达 式 
一 一 桩 定 证 微分 方程 . 这 说 明了 量子 力学 的 路 径 积分 表述 和 波动 
力学 表述 的 等 价 性 . 
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